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Lista 10: Produto tensorial

Exercício 1. Sejam V1, . . . , Vp K-e.v. com basesB1, . . . ,Bp respectivamente. Denote por i :B1×· · ·×Bp→
V1 × · · · × Vp à inclusão. Mostre que o par (i, V1 × · · · × Vp) é universal sobre B1 × · · · ×Bp com respeito
a P1 =”o contradomínio é um K-e.v.” e P2 =”é p-linear”. Qual propriedade das aplicações p-lineares
provamos com isso?

Exercício 2. Encontre um isomorfismo de V ⊗W em W ⊗ V .

Exercício 3. Dados X e Y conjuntos não vazios. Denote por F0(X ,K) o subespaço de F (X ,K) cujos
elementos são as funções de suporte finito. Prove que F0(X × Y,K) é isomorfo a F0(X ,K)⊗F0(Y,K).

Exercício 4. Sejam V e W K-espaços vetoriais.

a. Mostre que existe única transformação linear Γ : V ⊗W → L(V ∗, W ) satisfazendo Γ (v ⊗ w)( f ) =
f (v)w, para quaisquer v ∈ V, w ∈W, f ∈ V ∗.

b. Mostre que se as dimensões de V e W forem finitas então Γ é um isomorfismo.

Exercício 5. Sejam Vi , V ′i e V ′′i K-e.v. para i = 1, . . . , p. Suponha que Ti , T ′i ∈ L (Vi , V ′i ) e Si ∈ L (V ′′i , Vi).
Mostre que:

a. Se cada Ti é sobrejetora então T1 ⊗ · · · ⊗ Tp é sobrejetora.

b. Se cada Ti é injetora então T1 ⊗ · · · ⊗ Tp é injetora.

c. Se cada Ti é um isomorfismo então T1 ⊗ · · · ⊗ Tp é um isomorfismo.

d. (T1 ⊗ · · · ⊗ Tp) ◦ (S1 ⊗ · · · ⊗ Sp) = (T1 ◦ S1)⊗ · · · ⊗ (Tp ◦ Sp).

e. Se cada Ti é um isomorfismo então (T1 ⊗ · · · ⊗ Tp)−1 = T−1
1 ⊗ · · · ⊗ T−1

p .

f. T1 ⊗ · · · ⊗ (Ti + T ′i )⊗ · · · ⊗ Tp = (T1 ⊗ · · · ⊗ Ti ⊗ · · · ⊗ Tp) + (T1 ⊗ · · · ⊗ T ′i ⊗ · · · ⊗ Tp).

g. T1 ⊗ · · · ⊗αTi ⊗ · · · ⊗ Tp = α(T1 ⊗ · · · ⊗ Ti ⊗ · · · ⊗ Tp).

h. IdV1
⊗· · · ⊗ IdVp

= Id(V1⊗···⊗Vp).

Exercício 6. Seja V um K-e.v. de dimensão n finita e T : V → V um operador linear. Prove que:

a. tr(T ⊗ T ) = (tr(T ))2

b. det(T ⊗ T ) = (det(T ))2n.

Exercício 7. Suponha que V1 e V2 sejam K-e.v. tais que dim(V1) = m e dim(V2) = n e queB1 eB2 sejam
bases para V1 e V2, respectivamente. Considere V = Mm×n(K) e

φ : V1 × V2→ V

(v1, v2) 7→ [v1]B1
[v2]

T
B2

Mostre que (φ, V ) é produto tensorial para V1, V2.

Exercício 8. Suponha que V1 e V2 sejam subespaços de V e que W1 e W2 sejam subespaços de W . Mostre
que

(V1 ⊗W1)∩ (V2 ⊗W2) = (V1 ∩ V2)⊗ (W1 ∩W2).
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Exercício 9. Mostre que existe única transformação linear T : V ∗1 ⊗· · ·⊗V ∗p → (V1⊗· · ·⊗Vp)∗, satisfazendo

T ( f1 ⊗ · · · ⊗ fp)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) =Π
p
j=1 f j(v j),

para quaisquer f j ∈ V ∗j , v j ∈ Vj . Mostre também que T é injetora e, se dim(Vj)<∞ para todo j então T é
bijetora.

Exercício 10. Sejam V e W doisK-espaços vetoriais de dimensão finita n e m respectivamente e T : V → V
um operador linear.

a. Mostre que existe único S : V ⊗W → V ⊗W operador linear que satisfaz: para quaisquer v ∈ V e
w ∈W , S(v ⊗w) = T (v)⊗w.

b. Mostre que se g(x) ∈K[x] então g(S) = g(T )⊗ Id.

c. Se f (x) ∈ K[x] então f (T ) = 0 se e somente se f (S) = 0. Conclua que T é diagonalizável se e
somente se S é diagonalizável.

Exercício 11. Sejam V um K-espaço vetorial tal que dim(V ) = 3 e B = {v1, v2, v3} uma base. Seja
T : V → V uma transformação linear. Escreva a matriz de Λ2(T ) : Λ2(V ) → Λ2(V ) com respeito à base
B2
< = {e2 ∧ e3, e1 ∧ e3, e1 ∧ e2} de Λ2(V ) em função da matriz [T]BB .

Exercício 12. Mostre que uma família de vetores v1, . . . , vp em V é LI se, e somente se, v1 ∧ · · · ∧ vp 6= 0
em Λp(V ).

Exercício 13. Sejam V, W e Z K-e.v. Suponha que T1 ∈ L (V, W ) e T2 ∈ L (W, Z). Mostre que:

a. Se T1 é sobrejetora então Λp(T1) é sobrejetora.

b. Se T1 é injetora então Λp(T1) é injetora.

c. Se T1 é um isomorfismo então Λp(T1) é um isomorfismo.

d. Λp(T2 ◦ T1) = Λp(T2) ◦Λp(T1).

Exercício 14. Sejam V, W e Z K-e.v. Suponha que T1 ∈ L (V, W ) e T2 ∈ L (W, Z). Mostre que:

a. Se T1 é sobrejetora então Sp(T1) é sobrejetora.

b. Se T1 é injetora então Sp(T1) é injetora.

c. Se T1 é um isomorfismo então Sp(T1) é um isomorfismo.

d. Sp(T2 ◦ T1) = Sp(T2) ◦ Sp(T1).

Exercício 15. Mostre que existe única Γ ∈ L (V⊗p,Λp(V )) (aqui V⊗p := V ⊗ · · · ⊗ V
︸ ︷︷ ︸

p-vezes

) satisfazendo

Γ (v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = v1 ∧ · · · ∧ vp

para todo v j ∈ V, 1≤ j ≤ p.

Exercício 16. Mostre que existe única Γ ∈ L (V⊗p, Sp(V )) satisfazendo

Γ (v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = v1 � · · · � vp

para todo v j ∈ V, 1≤ j ≤ p.

Exercício 17. Seja N o subespaço de V⊗p gerado por todos os tensores elementares v1 ⊗ · · · ⊗ vp tais que
existam 1≤ i < j ≤ p com vi = v j e considere U = V⊗p/N e π : V⊗p→ U a projeção canônica. Mostre que
(U ,π ◦φ) é uma p-ésima potência exterior para V onde φ : V p → V⊗p, é a aplicação p-linear canônica
(v1, . . . , vp) 7→ (v1 ⊗ · · · ⊗ vp).

Exercício 18. Mostre que:

a. Altp(V ; W )'L (Λp(V ), W )

b. Symp(V ; W )'L (Sp(V ), W )
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