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Exercício 1. Seja T : U → V uma transformação linear. Mostre que

a. T (0U) = 0V , onde 0U e 0V denotam os vetores nulos de U e V , respectivamente.

b. T (−u) = −T (u), para cada u ∈ U .

c. T (
∑m

i=1αiui) =
∑m

i=1αi T (ui), onde αi ∈K e ui ∈ U para i = 1, . . . , m.

Exercício 2. Mostre que:

a. Se T, G : U → V são transformações lineais então T + G : U → V é uma transformação linear.

b. Se T : U → V é uma transformação linear então αT : U → V é uma transformação linear para todo
α ∈K.

c. Se T : U → V e G : V → W são transformações lineais então G ◦ T : U → W é uma transformação
linear.

Exercício 3. Seja V = (0,∞), dados x , y ∈ V e α ∈ R defina as operações:

x + y := x · y
α · x := xα

Verifique que V com essas operações é um R-espaço vetorial e que T : V → R dada por T (x) = ln(x) é
uma transformação linear.

Exercício 4. Seja T : U → V uma transformação linear e U ′ ⊆ U , V ′ ⊆ V subespaços vetoriais. Mostre que
T
�

U ′
�

é um subespaço de V e que T−1
�

V ′
�

(pré-imagem de V ′ por T) é um subespaço de U . Conclua que
Im(T ) é um subespaço de V e ker(T ) é um subespaço de U .

Exercício 5. Seja Pn(K) o espaço dos polinômios de grau menor que n e seja Ah o operador diferença

Ah(p(x)) :=
p(x + h)− p(x)

h

sendo h um número fixo não nulo. Ache o kernel e a imagem desse operador.

Exercício 6. Sejam U um K-espaço vetorial e T : U → U uma transformação linear tal que T ◦T = T . Seja
W = {x ∈ U : T (x) = x} e V = {x ∈ U : T (x) = 0}. Prove que:

a. U =W ⊕ V

b. T (U) =W

c. T (V ) = {0}.

Exercício 7. O Teorema do Kernel-Imagem afirma que se T : U → V é uma transformação linear e
dimK U <∞ então dimK(ker(T )) <∞ (claramente) e dimK Im(T ) <∞. Mostraremos a seguir a re-
cíproca do teorema: Se T : V → W é um transformação linear e {u1, ..., uk} e {T (v1), ..., T (vl)} são bases
de ker(T ) e Im(T ), respectivamente, mostre que {u1, ..., uk, v1, ..., vl} é uma base de V .
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Exercício 8. Sejam U e V dois K-espaços vetoriais. Se {ui}i∈I for uma base de U e se {vi}i∈I ⊆ V , mostre
que existe uma única transformação linear T : U → V tal que T (ui) = vi para cada i ∈ I . (Teorema provado
em sala de aula sem a hipótese de dimK U <∞)

Exercício 9. Seja {ui}i∈I uma base de V . Então para qualquer v ∈ V existe uma única família {αi}i∈I
de elementos em K com suporte finito (i.e. o conjunto Supp({αi}i∈I) = {i ∈ I : αi 6= 0} é finito) tal que
v =

∑

i∈I αiui . Ou seja também podemos definir “coordenadas” de um vetor se o espaço tiver dimensão
infinita.

Exercício 10. Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre K.

a. Se n for ímpar, prove que não existe nenhuma transformação linear T : V → V tal que Im(T ) =
ker(T ).

b. Mostre que a afirmação anterior é falsa se n for par.

Exercício 11. Sejam U e V espaços vetoriais sobre K e T : U → V uma transformação linear.

a. Mostre que seB = {ui}i∈I for uma base de U então {T (ui)}i∈I gera Im(T ).

b. Prove que T é injetora se e somente se T leva cada subconjunto LI de U em um subconjunto LI de
V . Conclua que neste caso dimK U ≤ dimK V .

c. Mostre que T é um isomorfismo se e somente se T leva base em base. Conclua que se U ' V então
dimK U = dimK V .

d. Prove que se o conjunto {T (u1), . . . , T (ur)} for LI em V , então {u1, . . . , ur} é LI em U .

Exercício 12. Mostre que não existe uma transformação linear de K5 para K2 com kernel dado por
{(x1, x2, x3, x4, x5) ∈K5 | x1 = 3x2 e x3 = x4 = x5}.

Exercício 13. Sejam a, b ∈ C número complexos não nulos. Considere o conjunto das sequências definidas
indutivamente como segue:

V := {(xn)n∈N ∈ CN | ∀n ∈ N, xn+2 = axn+1 + bxn}

Mostre que V é um C-espaço vetorial de dimensão 2. (Dica: encontre um isomorfismo T : V → C2)

Exercício 14. Dada T : V → V uma transformação linear e W um subespaço de V . Defina a aplicação
T ′ : V/W → V/W por

T ′(v +W ) = T (v) +W

Quando T ′ está bem definida e é uma aplicação linear? Quais são Im(T ′) e ker(T ′)?

Exercício 15. Uma sequência exata de K-espaços vetoriais Vi de dimensão finita

V0
T0→ V1

T1→ V2
T2→ V3

T3→ ·· ·
Tn→ Vn

é uma sequência de transformações lineares Ti tais que ker Ti+1 = Im Ti para i = 0, . . . n.

a. Mostre que a sequência 0
T0→ V1

T1→ V2 é exata se e somente se T1 é injetora.

b. Mostre que a sequência V0
T0→ V1

T1→ 0 é exata se e somente se T0 é sobrejetora.

c. Considere a sequência exata

0
T0→ V1

T1→ V2
T2→ V3

T3→ V4
T4→ 0

na qual dimK Vi = di , mostre que d1 + d3 = d2 + d4.
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Exercício 16. Um complexo é definido com sendo um par (C , d) onde C = (Ci)i∈Z é uma família de espaços
vetoriais, junto com uma família de d = (di)i∈Z de aplicações lineais di : Ci → Ci+1 satisfazendo a seguinte
condição di+1 ◦ di = 0. Um complexo é usualmente representado como segue:

C : · · ·
di−2−→ Ci−1

di−1−→ Ci
di−→ Ci+1

di+1−→ · · ·

a. O i-ésimo espaço de cohomologia de um complexo (C , d) é definido como o quociente H i(C , d) :=
ker(di)/ Im(di−1). Mostre que este espaço está bem definido, i.e. mostre que para todo i ∈ Z temos
Im(di−1) ⊆ ker(di).

b. Suponha que o complexo (C , d) tem dimensão finita (i.e. dim(Ci) <∞ para todo i ∈ N) e é limi-
tado, ou seja existem n, m ∈ Z tais que Ci = {0} se i 6∈ {m, . . . , n}. Neste caso podemos definir a
característica de Euler de (C , d) como sendo

χ(C , d) :=
n
∑

k=m

(−1)k dim(Ck).

Mostre que χ(C , d) =
∑n

k=m(−1)k dim(Hk(C , d)).

Exercício 17. Sejam V um espaço vetorial sobre K com dimensão finita e T : V → V uma transformação
linear. Suponha que exista G : V → V tal que T ◦ G = IdV . Prove que T é um isomorfismo e G = T−1. Dê
um exemplo que mostre que isso é falso quando a dimensão de V não for finita.

Exercício 18. Prove que dada T : U → V uma transformação linear, então temos:

U
ker(T )

' Im(T )

Exercício 19. Seja T : V →W uma transformação linear sobrejetora. Mostre que existe uma bijeção entre
o conjunto dos subespaços de V contendo ker(T ) e subespaços de W .

Exercício 20. Dado V = U⊕W mostre que a função T : U → V/W dada por u 7→ u+W é um isomorfismo,
ou seja mostre que quaisquer dois complementos de W em V (lembre que não necessariamente é único) são
isomorfos e, mais ainda, são isomorfos ao quociente V/W . Mostre também que a inversa não é verdadeira,
ou seja, mostre que espaços isomorfos não necessariamente admitem um complemento comum.

Exercício 21. Dados um espaço vetorial V e dois subespaços U , W ⊆ V . Mostre que

a. (W+U)
U ' W

W∩U

b. Se W ⊆ U ⊆ V então V
U '

V
W
U
W

Exercício 22. Prove que Rn/R é isomorfo a Rn−1.

Exercício 23. Seja V o espaço das funções reais contínuas no intervalo fechado [a, b], V =C ([a, b],R) e
seja W = Const[a, b] o espaço das funções constantes em [a, b]

a. Prove que W é isomorfo a R

b. Prove que V/W é isomorfo ao espaço vetorial das funções continuas em [a, b] que se anulam em a.

Exercício 24. Sejam U e V K-espaços vetoriais de dimensões n e m e bases fixasB eB ′, respectivamente.
Prove que dada uma matriz A ∈ Mm×n(K) existe uma única transformação linear T : U → V tal que
[T]BB ′ = A.

Exercício 25. Sejam U e V K-espaços vetoriais de dimensões n e m e bases fixasB eB ′, respectivamente.
Sejam T, G : U → V duas transformações lineares. Mostre que:

a. [T + G]BB ′ = [T]
B
B ′ + [G]

B
B ′
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b. [α · T]BB ′ = α · [T]
B
B ′ para todo α ∈K.

Exercício 26. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e sejam S e T operadores lineares em V .
Quando existem bases orenadasB eB ′ de V tal que [S]BB = [T]

B ′
B ′?

Exercício 27. Seja T : Pn(K) → Pn(K) a transformação linear dada por T (p(x)) = p′(x). Determine a
matriz de T relativa à baseB = {1,1+ x , 1+ x2, . . . , 1+ xn}.

Exercício 28. Seja T : M2(R)→ M2(R) uma transformação linear dada por

T

�

x y
z w

�

=

�

0 x
z −w 0

�

.

a. Determine a matriz de T com relação à base canônica.

b. Determine a matriz de T com relação à base

B =
��

1 0
0 1

�

,

�

0 1
1 0

�

,

�

1 0
1 1

�

,

�

0 1
0 1

��

de M2(R).

c. Exiba a matriz M tal que [T]BB = M−1[T]Can
CanM .

Exercício 29. Seja K= R ou C. Mostre que:

a. Dadas A e B duas matrizes sobre K é impossível termos AB − BA= I .

b. Conclua que não existem transformações lineais T, G sobre K-espaços vetoriais de dimensão finita
tais que T ◦ G − G ◦ T = Id.

c. Mostre que isso não acontece se desconsiderarmos a hipóteses de dimensão finita.

Exercício 30. Seja T :P2(R)→P2(R) a função dada por T[(a, b, c)B] = (2c−2b, a+ c, a+ b+ c)C onde
C é a base {1, x , x2} eB é a base {1, x + x2, 1+ x2}.

a. Verifique que T é uma transformação linear.

b. Existe um vetor u ∈ P2(R) não nulo tal que T (u) = u? Justifique sua resposta.

Exercício 31. Seja π : V → V um operador projeção. Mostre que:

a. Existe uma baseB de V na qual [π]BB =

�

Idk 0
0 0

�

.

b. Um endomorfismo T ∈ L (V ) de um espaço vetorial arbitrário V comuta com um operador projeção
π se e somente se Im(π) e ker(π) são invariantes por T (um subespaço W ⊆ V é invariante por
T ∈ L (V ) se T (W ) ⊆W ).

c. Sejam π,τ dois operadores projeção, mostre que π + τ é um operador projeção se e somente se
π ◦τ= τ ◦π= 0L (V ).

d. No último caso, mostre que Im(π+τ) = Im(π)⊕ Im(τ) e ker(π+τ) = ker(π)∩ ker(τ).

Exercício 32. Seja V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr . Mostre que existem operadores lineares π1, . . . ,πr sobre V tais que:

a. cada πi é uma projeção (π2
i = πi)

b. πi ◦π j = 0 se i 6= j

c. Id= π1 + · · ·+πr

d. Im(πi) = Vi para i = 1, . . . , r.
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Exercício 33. Mostre que exibindo um isomorfismo:

a. Se U e V são K-espaços vetoriais de dimensões n e m, respectivamente, entãoL (U , V )' Mm×n(K) .

b. Se U ' U ′ e V ' V ′ então L (U , V )'L (U ′, V ′).

c. Para qualquer espaço vetorial V , existe um isomorfismo canônico (i.e., um isomorfismo que não
depende da base) V 'L (K, V ).

Exercício 34. Considere as basesB = {1, 1+ x , 1+ x2} de P2(R) eB ′ = {(1, 0), (i, 0), (1,1), (1, i)} de C2

como espaços vetoriais sobre R. Determine as coordenadas da transformação linear T :P2(R)→ C2 dada
por T (a+ bx + cx2) = (a+ bi, b+ ci) com relação à base C = {Ti j} de L (P2(R),C2) onde

Ti j(uk) =

¨

v j se k = i

0 se k 6= i
para uk ∈B e v j ∈B ′, i = 1,2, 3 e j = 1,2, 3,4.

Exercício 35. Dado V espaço vetorial sobre um corpo K e sejaB = {v1, . . . ., vn} uma base para V.

a. De acordo com um teorema visto em sala de aula, sabemos que existe um único operador linear
T : V → V tal que T (v j) = v j+1 para j = 1, . . . , n− 1 e T (vn) = 0. Escreva a matriz de T nessa base.

b. Prove que T n = 0, mas T n−1 6= 0.

c. Seja G um operador linear em V tal que Gn = 0 mas Gn−1 6= 0. Prove que existe uma base B ′ tal
que a matriz para G nessa base é a matriz descrita na parte a.

d. Prove que se M e N são matrizes n× n tais que M n = N n = 0 mas M n−1 6= 0 6= N n−1, então M e N
são semelhantes.

Exercício 36. Considere as seguintes afirmações e decida se são Verdadeiras ou Falsas:

a. Se T : R2→ R4 é linear e T é não nula, então existem pelo menos 2 vetores LI em R4 que não estão
em Im(T ).

b. Se T : R3→ R2 é linear e T é não nula, então é sobrejetora.

c. Se T : R4→ R4 é linear, então dimR ker T 6= dimR Im(T )

d. Seja W um subespaço vetorial de R5, dimRW = 1. Então existe uma transformação linear T : R5→
R3 com ker T =W .

Exercício 37.

a. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão arbitrária, a ∈K−{0} e T ∈ L (V ) satisfazendo a seguinte
equação a2T − 3aT2 + T3 = 0L (V ). Mostre que V = ker(T )⊕ Im(T ).

b. Em geral, considere um polinômio P ∈ P (K) tal que P(0) = 0, P ′(0) 6= 0 junto com um endomor-
fismo T ∈ L (V ) tal que P(T ) = 0L (V ). Mostre que V = ker(T )⊕ Im(T ).

Exercício 38. Dados K um corpo, V um K-espaço vetorial e T : V → V um operador linear fixo. Denote
por Z(T ) = {p(x) ∈ P (K) | p(T ) = 0}. Mostre que:

a. Se V é um K-espaço vetorial com base enumerávelB = {v1, v2, . . . , vn, . . . } e T : V → V é o operador
linear definido por T (vi) = vi+1, para i = 1, 2, . . . então Z(T ) = {0}.

b. Se V é umK-espaço vetorial e T : V → V é um operador linear de posto finito (i.e., dim Im(T )<∞)
então Z(T ) 6= {0}.

c. Um K-espaço vetorial V tem dimensão finita se e somente se Z(T ) 6= {0} para todo operador linear
T : V → V .

5




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































