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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 2: Transformacoes Lineares

Exercicio 1. Seja T : U — V uma transformacao linear. Mostre que
a. T(0y) =0y, onde Oy e O, denotam os vetores nulos de U e V, respectivamente.
b. T(—u) =—T(u), para cadau € U.
¢ TOm o) =2 a;T(y;),onde q; eKeu; €U parai=1,...,m.
Exercicio 2. Mostre que:
a. Se T,G : U — V sdo transformacoes lineais entdo T + G : U — V € uma transformacio linear.

b. Se T : U — V é uma transformacéo linear entdo aT : U — V é uma transformacao linear para todo
a €K

c. SeT:U —VeG:V — W sio transformacées lineais entdo Go T : U — W é uma transformacgéo
linear.

Exercicio 3. Seja V =(0,00), dados x,y € V e a € R defina as operagdes:

x+y:=x-y

a-x:=x%

Verifique que V com essas operagdes é um R-espaco vetorial e que T : V — R dada por T(x) = In(x) é
uma transformacéao linear.

Exercicio 4. Seja T : U — V uma transformaco linear e U’ C U, V’ C V subespacos vetoriais. Mostre que
T (U ! ) ¢ um subespaco de V e que T~ ! (V’ ) (pré-imagem de V' por T) é um subespaco de U. Conclua que
Im(T) é um subespago de V e ker(T) é um subespaco de U.

Exercicio 5. Seja Z,(K) o espaco dos polindmios de grau menor que n e seja A;, o operador diferenca

A(p() = P PE)

sendo h um ndmero fixo nio nulo. Ache o kernel e a imagem desse operador.

Exercicio 6. Sejam U um K-espacgo vetorial e T : U — U uma transformacao linear tal que ToT = T. Seja
W={xeU:T(x)=x}eV={xeU:T(x)=0}. Prove que:

a. U=WeV
b. T(U)=W
c. T(V)={0}.

Exercicio 7. O Teorema do Kernel-Imagem afirma que se T : U — V é uma transformacgéo linear e
dimg U < oo entdo dimg(ker(T)) < oo (claramente) e dimg Im(T) < oo. Mostraremos a seguir a re-
ciproca do teorema: Se T : V — W é um transformacao linear e {uy,...,ux} € {T(v;),..., T(v;)} s@o bases
de ker(T) e Im(T), respectivamente, mostre que {uy, ..., Uy, vy, ..., V;} € uma base de V.



Exercicio 8. Sejam U e V dois K-espagos vetoriais. Se {u;};c; for uma base de U e se {v;};c; € V, mostre
que existe uma tnica transformacéo linear T : U — V tal que T(u;) = v; paracadai € I. (Teorema provado
em sala de aula sem a hipétese de dimg U < 00)

Exercicio 9. Seja {u;};,c; uma base de V. Entdo para qualquer v € V existe uma tnica familia {a;};<;
de elementos em K com suporte finito (i.e. o conjunto Supp({a;}ie;) = {i €I : a; # 0} é finito) tal que
v = > ou;. Ou seja também podemos definir “coordenadas” de um vetor se o espaco tiver dimensio
infinita.

Exercicio 10. Seja V um espaco vetorial de dimenséo n sobre K.

a. Se n for impar, prove que nio existe nenhuma transformacéo linear T : V — V tal que Im(T) =
ker(T).

b. Mostre que a afirmacdo anterior é falsa se n for par.
Exercicio 11. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T : U — V uma transformacao linear.
a. Mostre que se B = {u;};¢; for uma base de U entdo {T(u;)};c; gera Im(T).

b. Prove que T € injetora se e somente se T leva cada subconjunto LI de U em um subconjunto LI de
V. Conclua que neste caso dimy U < dimg V.

c. Mostre que T é um isomorfismo se e somente se T leva base em base. Conclua que se U ~ V entéo

d. Prove que se o conjunto {T(uy),...,T(u,)} for Llem V, entdo {u,,...,u,} é Llem U.

Exercicio 12. Mostre que nio existe uma transformacio linear de K° para K2 com kernel dado por
5 _ — 0 —
{(x1,x9,X3,Xx4,Xx5) €K’ | x; =3X5 € X3 = X4 = X5}.

Exercicio 13. Sejam a, b € C niimero complexos ndo nulos. Considere o conjunto das sequéncias definidas
indutivamente como segue:

Vi={(x)nen €CY | VN €N, x,140 = ax,4q + bx,}
Mostre que V é um C-espaco vetorial de dimenséo 2. (Dica: encontre um isomorfismo T : V — C?)

Exercicio 14. Dada T : V — V uma transformacdo linear e W um subespago de V. Defina a aplicacdo
T':V/W — V /W por
T'+W)=TW)+W

Quando T’ estd bem definida e é uma aplicacéo linear? Quais sdo Im(T’) e ker(T’)?
Exercicio 15. Uma sequéncia exata de K-espacos vetoriais V; de dimensao finita
Ty I T, T; T,
V0—>V1_)V2—)V3_)"'_)Vn

é uma sequéncia de transformacdes lineares T; tais que ker T;,; =ImT; parai =0,...n.
A s To Ty . e
a. Mostre que a sequéncia 0 — V; — V, ¢ exata se e somente se T € injetora.

A . TO Tl 7 7 .
b. Mostre que a sequéncia V; = V; — 0 é exata se e somente se T, é sobrejetora.

c. Considere a sequéncia exata
To T Ty T3 Ty
0-Vi=>V,->V;-V,—>0

na qual dimyg V; = d;, mostre que d; +dz = dy + d,.



Exercicio 16. Um complexo é definido com sendo um par (C, d) onde C = (C;);c; € uma familia de espacos
vetoriais, junto com uma familia de d = (d;);c;, de aplicacoes lineais d; : C; — C,; satisfazendo a seguinte
condic¢éo d; 1 od; = 0. Um complexo é usualmente representado como segue:
i-2 di—q d; di+q
C:+—C 1 —C—Cipy—
a. O i-ésimo espaco de cohomologia de um complexo (C,d) é definido como o quociente H(C,d) :=

ker(d;)/Im(d;_;). Mostre que este espaco esta bem definido, i.e. mostre que para todo i € Z temos
Im(di_l) g ker(di).

b. Suponha que o complexo (C,d) tem dimens&o finita (i.e. dim(C;) < oo para todo i € N) e é limi-
tado, ou seja existem n,m € Z tais que C; = {0} se i & {m,...,n}. Neste caso podemos definir a
caracteristica de Euler de (C, d) como sendo

n

2(C,d) == > (-1)*dim(Cy).

k=m

Mostre que x(C,d) = >,_ (—1)*dim(H*(C,d)).

Exercicio 17. Sejam V um espaco vetorial sobre K com dimenséo finita e T : V — V uma transformacéo
linear. Suponha que exista G : V — V tal que T o G = Idy. Prove que T é um isomorfismo e G = T~!. Dé
um exemplo que mostre que isso ¢ falso quando a dimensdo de V néo for finita.

Exercicio 18. Prove que dada T : U — V uma transformagcdo linear, entdo temos:

ker(T) = Im(T)

Exercicio 19. Seja T : V — W uma transformacdo linear sobrejetora. Mostre que existe uma bijecéo entre
o conjunto dos subespacos de V contendo ker(T) e subespacos de W.

Exercicio 20. Dado V = U @ W mostre que a func¢do T : U — V /W dada por u — u+W ¢ um isomorfismo,
ou seja mostre que quaisquer dois complementos de W em V (lembre que ndo necessariamente € inico) sdo
isomorfos e, mais ainda, sdo isomorfos ao quociente V /W . Mostre também que a inversa néo é verdadeira,
ou seja, mostre que espacos isomorfos ndo necessariamente admitem um complemento comum.

Exercicio 21. Dados um espaco vetorial V e dois subespacos U, W C V. Mostre que

0 WHU) | W
N U wnu

b. Se W CU CV entdo § =~

SEEN

Exercicio 22. Prove que R"/R é isomorfo a R" L.

Exercicio 23. Seja V o espaco das funcdes reais continuas no intervalo fechado [a, b], V = 6 ([a,b],R) e
seja W = Const[a, b] o espaco das funcbes constantes em [a, b]

a. Prove que W é isomorfo a R
b. Prove que V /W ¢ isomorfo ao espago vetorial das fun¢des continuas em [a, b] que se anulam em a.

Exercicio 24. Sejam U e V K-espacos vetoriais de dimensdes n e m e bases fixas 9 e 98’, respectivamente.
Prove que dada uma matriz A € M,,,,(K) existe uma tnica transformacdo linear T : U — V tal que
[T]2, =A

Exercicio 25. Sejam U e V K-espacos vetoriais de dimensdes n e m e bases fixas % e %', respectivamente.
Sejam T, G : U — V duas transformacdes lineares. Mostre que:

a. [T+G]2, =[T15, +[G]2,



b. [a-T1%, =a-[T]%, para todo a € K.

Exercicio 26. Seja V um K-espaco vetorial de dimenséo finita e sejam S e T operadores lineares em V.
Quando existem bases orenadas % e %’ de V tal que [S]2 =[T]%,?

Exercicio 27. Seja T : Z,(K) — 2,(K) a transformacéo linear dada por T(p(x)) = p’(x). Determine a
matriz de T relativa a base 8 ={1,1+x,1+x2,...,14+x"}.

Exercicio 28. Seja T : M,(R) — M,(R) uma transformacéo linear dada por

x 0 x
z W z—w O
a. Determine a matriz de T com relagéo a base canonica.

b. Determine a matriz de T com relacdo a base
P 10 01 10 01
B o1 /)°v1 0 )/)°’\1 1 /)°L01

c. Exiba a matriz M tal que [T]% = M~ '[T]3M.

Can

de M,(R).

Exercicio 29. Seja K =R ou C. Mostre que:
a. Dadas A e B duas matrizes sobre K é impossivel termos AB—BA = 1.

b. Conclua que nio existem transformacoes lineais T, G sobre K-espacos vetoriais de dimensao finita
taisque ToG—GoT =1Id.

c. Mostre que isso ndo acontece se desconsiderarmos a hipéteses de dimensao finita.

Exercicio 30. Seja T : 2,(R) — 2,(R) a funcéo dada por T[(a, b,c)z] = (2c—2b,a+c,a+b+c), onde
% é abase {1,x,x%} e B éabase {1,x +x2,1+x?%}.

a. Verifique que T é uma transformacéo linear.
b. Existe um vetor u € %,(R) nio nulo tal que T(u) = u? Justifique sua resposta.

Exercicio 31. Seja m : V — V um operador projecdo. Mostre que:

Id, O
a. Existe uma base % de V na qual [ﬂ]g = ( Ok 0 )

b. Um endomorfismo T € £(V) de um espaco vetorial arbitrario V comuta com um operador projecdo
7 se e somente se Im(7t) e ker(nt) sdo invariantes por T (um subespaco W C V ¢ invariante por
Te%(V)se T(W)CW).

c. Sejam 7,7 dois operadores projecdo, mostre que 7 + T é um operador projecdo se e somente se
noT=710m=0gu)).

d. No ultimo caso, mostre que Im(7 + 7) = Im(7) ® Im(7) e ker(w + 7) = ker(7) Nker(7).
Exercicio 32. SejaV =V, @:-- ® V,. Mostre que existem operadores lineares 74, ..., 7T, sobre V tais que:
a. cada 7; € uma projegdo (n? = ;)
b. mjom;=0sei#j
c. d=mni+--+m,

d. Im(rw;) =V, parai=1,...,r.



Exercicio 33. Mostre que exibindo um isomorfismo:
a. Se U e V sdo K-espacos vetoriais de dimensdes n e m, respectivamente, entdo £ (U, V) ~ M,,,,(K) .
b. SeU~U"eV ~V’entio £(U,V)~2(U’, V).

c. Para qualquer espaco vetorial V, existe um isomorfismo candnico (i.e., um isomorfismo que néo
depende da base) V ~ (K, V).

Exercicio 34. Considere as bases 8 = {1,1+x,1+x2} de #,(R) e 8’ = {(1,0),(i,0),(1,1),(1,i)} de C?
como espacos vetoriais sobre R. Determine as coordenadas da transformacio linear T : #,(R) — C? dada
por T(a+ bx + cx?) = (a+ bi, b + ci) com relacéio a base € = {T;;} de ZL(2,(R), C?) onde

v; sek=1

Tij(u) = {0 e ko P wEBevieB,i=1,23ej=1,23,4

Exercicio 35. Dado V espaco vetorial sobre um corpo K e seja B = {vy,....,v,} uma base para V.

a. De acordo com um teorema visto em sala de aula, sabemos que existe um unico operador linear
T:V —V tal que T(v;) =vj;; paraj=1,...,n—1e T(v,) = 0. Escreva a matriz de T nessa base.

b. Prove que T" =0, mas T" ! # 0.

c. Seja G um operador linear em V tal que G" = 0 mas G™ ! # 0. Prove que existe uma base %’ tal
que a matriz para G nessa base é a matriz descrita na parte a.

d. Prove que se M e N sdo matrizes n x n tais que M" = N"=0mas M" 1 #0#N"! entdio M e N
sdo semelhantes.

Exercicio 36. Considere as seguintes afirmagdes e decida se sdo Verdadeiras ou Falsas:

a. Se T : R? — R* é linear e T é ndo nula, entdo existem pelo menos 2 vetores LI em R* que nio estéio
em Im(T).

b. Se T : R® — R? é linear e T é nio nula, entdo é sobrejetora.
c. Se T : R* — R* é linear, entdo dimg ker T # dimg Im(T)

d. Seja W um subespaco vetorial de R®, dimg W = 1. Entdo existe uma transformaco linear T : R®> —
R comker T = W.

Exercicio 37.

a. Seja V um K-espaco vetorial de dimensio arbitraria, a € K—{0} e T € £ (V) satisfazendo a seguinte
equacdo a’T —3aT? + T3 = O¢(v). Mostre que V = ker(T) ® Im(T).

b. Em geral, considere um polinémio P € % (K) tal que P(0) = 0, P’(0) # 0 junto com um endomor-
fismo T € £(V) tal que P(T) = 0(y). Mostre que V = ker(T) & Im(T).

Exercicio 38. Dados K um corpo, V um K-espaco vetorial e T : V — V um operador linear fixo. Denote
por Z(T) = {p(x) € Z(K) | p(T) = 0}. Mostre que:

a. Se V é um K-espaco vetorial com base enumeravel 8 = {v;,v,,...,V,,...} e T : V — V é o operador
linear definido por T(v;) =v;,;, parai=1,2,... entdo Z(T) = {0}.

b. Se V é um K-espago vetoriale T : V — V é um operador linear de posto finito (i.e., dimIm(T) < oco)
entdo Z(T) # {0}.

c. Um K-espaco vetorial V tem dimenséo finita se e somente se Z(T) # {0} para todo operador linear
T:V->YV.
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