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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 3: Funcionais Lineares

Exercicio 1. Dado €([—1, 1], R) o espaco das func¢des continuas em [—1, 1]. Quais dos seguintes funcionais
sdo lineares?

a. f o [ f(x)dx

b. £ [ F2(x)dx
c. f—f(0)
d. f— f_llf(x)g(x)dx com g(x) uma fungéo continua fixa.
Exercicio 2. Seja V um espago vetorial ndo nulo e T : V — K um funcional linear ndo nulo. Mostre que:
a. T é sobrejetor. Se dimV < oo, qual a dimenséo de ker T?
b. T é injetor se e somente se dimg V = 1.

Exercicio 3. Mostre que a funcdo T : K" — K é um funcional linear se e somente se existirem a,...,a, €
K tais que T(xq,...,X,) = ayxq+ -+ o, X,

Exercicio 4. Mostre que o funcional trago tr : M,(K) — K tal que A — tr(A) é tnico no seguinte sentido:
Se f : M,,(K) — K é um funcional linear tal que f(AB) = f(BA) para cada A,B € M,(K), entdo fé um
multiplo escalar da funcéo traco. Se, além disso, f(I) =n entdo f = tr.

Exercicio 5. Seja n € N* fixo.

a. Mostre que para cada matriz A € M, (K), a aplicacdo T, : M,(K) — K dada por X — tr(AX), define
um elemento no dual M,,(K)*.

b. Mostre que a aplicagdo T : M, (K) — M, (K)* dada por A — T, define um isomorfismo de espacos
vetoriais.

Exercicio 6. Sejam V um K-espaco vetorial, mostre que:
a. SeveVe f(v)=0paratodo f € V* entdo v =0.

b. Se T € £(V,V) e W é o subespaco de V dado por W = {v € V : f(T(v)) = 0,Vf € V*} entdo
W =Xker(T).

Exercicio 7. Sejam V um espaco vetorial sobre K e 0 # f € V*. Mostre que existe vy € V, v, # 0 tal que
V =kerf & (vp).

Exercicio 8. Dado V um espacgo vetorial de dimensdo n e W C V um subespaco de dimensdo m. Prove que
existe um numero finito de funcionais fi,..., f_, € V* taisque W = {w e V|f;(w) = ... = f,_n(w) = 0}.

Exercicio 9. Seja V = #,(R). Em cada caso encontre a base 98 para V tal que 8* = {fi, f5, f3} onde:
a. f1(p(x)) = [y p(x)dx, fo(p(x)) = [ p(x)dx e fo(p(x)) = [, p(x)dx.

b. fi(p(x)) = fol p(x)dx, fo(p(x)) =p’(1) e f3(p(x)) = p(0).
Exercicio 10. Sejam u; =(1,0,1), u, = (0,1,—2) e u3 = (—1,1,0) € RS.



a. Seja f € (R®)* tal que f(u;) =1, f(uy) =—1 e f(u3) = 3. Determine f(a, b,c) onde (a, b,c) € R3.
b. Se f € (R®)* é tal que f(u;) = f(uy) =0 e f(u3) # 0, mostre que f(2,3,—1) #O.

Exercicio 11. Sejam fi,..., f,, € (K")*. Para cada (xq,...,x,) € K" definimos

T(x1yee s xn) =105 X0)s vy [ (1, -+ 5 X))

Mostre que T é uma transformacio linear de K" em K™ e que toda transformacao linear de K" em K™ é
da forma acima, para certos fi,..., fn-

Exercicio 12. Seja V um C-espaco vetorial e sejam f, g € V* tais que a funcdo h dada por h(u) = f (u)-g(u),
também seja um funcional linear sobre V. Mostre que f =0 ou g =0.

Exercicio 13. Seja W C (R*)* um subespaco formado pelos funcionais f : R* — R tais que ker f contém
os vetores (1,0,3,—2) e (0,1,3,0). Ache uma base de W.

Exercicio 14. Sejam u,v € V com a seguinte propriedade: “sempre que T(u) = 0 entdo T(v) = 0, para
T € V*”. Mostre que v = qu para algum a € K.

Exercicio 15. Seja V um espaco vetorial arbitrario sobre K e 8 = {v;},c; uma base de V. Para cadai €1,
defina um funcional linear v/ : V — K tal que v}'(v;) = §;;.

a. Mostre que {v/};cs é LL
b. Mostre que {v;};c; € uma base de V* se e somente se [ for finito.

Exercicio 16. Seja V = #(R). Para cada a € R, defina f, € V* dada por f,(p(x)) = p(a). Mostre que
{fa}uecr é um conjunto LI em V*. Conclua que uma base de V* ndo é enumeravel e logo V % V*.

Exercicio 17. Mostre que 2 (Q) néo é isomorfo ao seu dual. (Observe que neste caso ndo da para usar o
mesmo argumento do exercicio anterior)

Exercicio 18. Sejam ay,...,a, € R numeros reais diferentes dois a dois. Mostre que existe uma tnica
(n+1)-upla (Ag,...,A,) € R"! tal que
n
/
p'(0)= Zkkp(ak) para todo p € Z,(R).
k=0

Exercicio 19. Encontre as bases duais e biduais de cada uma das seguintes bases de R®.

a. {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

b. {(1: _2; 3): (1) _1: 1)) (23 _4) 7)}

Exercicio 20. Seja W um subespaco proprio de um espaco vetorial V de dimensdo finita e considere
f € W*. Mostre que existe g € V* tal que g(w) = f(w) para todow € W.

Exercicio 21. Sejam V um espaco vetorial sobre K, H um hiperplano de V e vy € V. Chamamos o conjunto
vo+H={vyg+v|veH}

de hiperplano afim de V. Mostre que se f € V*, f #0 e a € K entdo {v € V | f(v) = a} é um hiperplano
afim.

Exercicio 22. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Mostre que todo subespaco proprio de V é
uma intersecdo finita de hiperplanos de V.

Exercicio 23. Seja W o subespaco de #(K) gerado pelos monomios de grau impar. Mostre que W é uma
intersecdo infinita de hiperplanos de & (K).



Exercicio 24. Sejam V um K-espaco vetorial e f, g € V*. Prove que se ker f = ker g entéo {f, g} € LD em
V™.

Exercicio 25. Sejam U,V K-espacos vetoriais e W um hiperplano de U. Mostre que se T : U — V for um
isomorfismo, entdo T(W)={u €V : 3w e W com T(w) = u} é um hiperplano de V.

Exercicio 26. Seja n € N—{0,1}. O objetivo deste exercicio é mostrar que todo hiperplano de M, (K)
interseta GL,(K).
Por contradicfo, considere um hiperplano H € M, (K) tal que H N GL,(K) = .

a. Seja N uma matriz tal que N ¢ H, mostre que existe M € H e a € K tal que I = M + aN.
b. Deduza que tal hiperplano H contém todas as matrizes nilpotentes.
c. Conclua.

Exercicio 27. Dado S um subconjunto de V. Definimos o anulador S° de S como sendo
S®={f € V¥|f(u) =0,Yu e S}
Mostre que S° é um subespaco vetorial de V*.

Exercicio 28. Seja W o subespaco de R® gerado pelos vetores u; = (1,2,1,0,0), u, = (1,0,3,3,1) e
us = (1,4,6,4,1). Determine uma base de W°.

Exercicio 29. Sejam W; e W, subespacos de um K-espaco vetorial V de dimenséo finita. Mostre que
a. (W +Wo)l=wlnwy
b. (W NW,)° =W + Wy
Exercicio 30. Seja V um K-espaco vetorial. Prove que:
a. Se S C W e ambos sdo subconjuntos de V entdo S° 2 WP,
b. Se S C Vé um subconjunto, entdo S° = (S)°.

c. Se S,W C V sio subespacos de V entdio S = W se e somente se S° = WP,

d. Se S é um subespaco de V entfio que (V/S)* ~ S°.

Exercicio 31. Seja V um K-espago vetorial de dimenséo finita, S € V e ® : V — V™ o isomorfismo
(definido em sala de aula) que leva v — ¢, onde ¢, : V* — K é dado por T — ¢, (T) = T(v). Mostre que

S é um conjunto gerador de ®! ((SO)O).

Exercicio 32. Seja V um espaco vetorial arbitrario sobre K. Mostre que a injecdo ® : V — V** (veja
Exercicio anterior) é um isomorfismo se e somente se V tem dimenséo finita.

Exercicio 33. Seja W o conjunto de todos os vetores (xq,...,x,) em K" tais que x; +... +x, =0
a. Mostre que W é um subespaco vetorial de K".

b. Prove que W° consiste dos funcionais lineais da forma

n

f(xl,....,xn)chxj

j=1
c. Mostre que o espaco dual W* de W pode ser identificado com os funcionais lineares
flxy,eox))=cixq+....+c,x,

em K" que satisfazem ¢; +...+¢, =0.



Exercicio 34. Sejam X um conjunto, K um corpo e & (X,K) o espaco vetorial de todas as fun¢des de X
em K. Seja W um subespaco de dimensdo n de & (X,K). Mostre que existem elementos xi,...,x, € X e
funcgdes f1, ..., f, € W tais que fi(x;) = 6;; parai,j=1,...n.

Exercicio 35. Dados V um K-espaco vetorial de dimens&o n e escalares ay,...,a, € K. Sejam fi,..., f, €
V* um conjunto LI de funcionais lineares em V. Mostre que existe um tnico vetor v € V tal que f;(v) = «;
para i=1,...,n.

Exercicio 36. Mostre que:
a. SeT,Ge 4(U,V)ea,p €Kentdo (aT + fG)' =aT" + G .
b. SeTe2(U,V)eGe 2(V,W)entdo (GoT) =T oG".
c. Idy" =1Idy-

d. Se T € £(U,V) é um isomorfismo, entdo Tt € ¥£(V*,U*) também é um isomorfismo e (T)™! =
(T7H"

Exercicio 37. Seja ¢ € (Rz)* definida por ¢(x,y) = 3x —2y. Determine T'(¢)(x,y,z), quando T €
£(R3,R?) é dado por

a. T(x,y,z2)=(x+y,y+2)
b. T(x,y,2)=(x+y,2x—y)

Exercicio 38. Considere V = 2 (R) esejama,b € Re f € V* definida por f (p) = fab p(x)dx. SeD € £(V)
é o operador derivacio, determine D(f).

;. A . o s Ty T, ,
Exercicio 39. Mostre que a sequéncia de espacos de dimenséo finita0 - U - V - W — 0 é exata se e
t

t

T,
N 2 1 ,
somente se a sequéncia 0 » W* - V* - U* — 0 é exata.

Exercicio 40. Sejan € N* e a4,...,a, € R numeros reais diferentes dois a dois. Mostre que as seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

a. existe (A4,...,A4,) € R" tal que para todo p € Z,(R), f_ll p(x)dx = Z?:l Aip(a;).

b. f_ll (HZ:1(X — ak)) dx =0.

Exercicio 41. Seja V um espaco vetorial real de dimenséo finita, p,q €N* e ¢y,...,¢,,YP1,..., 9P € V™.

a. Mostre que se para todo v € V Zle(d)i(v))z = ?:1(1/)j(v))2 entio <¢1,...,¢p> = <1p1,...,1/)q>.
Dica: A condicdo implica que ﬂle ker¢; = ﬂ?zl kery;.

b. O resultado permaneceria valido se fosse um espaco vetorial complexo?

Exercicio 42. Sejam V um espaco vetorial sobre K de dimensao finita e T € £ (V). Seja a € K e vamos
supor que existe u # 0 em V tal que T(u) = au. Demonstre que existe um funcional linear nfo nulo f
sobre V tal que T'(f) = af.

Exercicio 43. Seja V um espaco vetorial sobre K de dimenséo finita e seja ¥ a aplicacdo de £ (V) em
£(V*) dada por ¥(T) = T*. Mostre que ¥ é um isomorfismo.

Exercicio 44. Prove (usando transpostas de transformacoes lineares) que o posto-linha de uma matriz
A€ M,,,,(K) é igual ao posto-coluna’ de A.

(Dica: considere T : M,1(K) = M,,,1(K) a transformacéo linear tal que [T]
Im(T) = (Col;(A), Coly(A),...,Col,(A)).)

Can

Can — A- Mostre que

1Definimos o posto-linha (coluna) de A como sendo o ntimero maximo de linhas (colunas) LI da matriz.
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