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Exercício 1. DadoC ([−1,1],R) o espaço das funções contínuas em [−1,1]. Quais dos seguintes funcionais
são lineares?

a. f 7→
∫ 1
−1 f (x)d x

b. f 7→
∫ 1
−1 f 2(x)d x

c. f 7→ f (0)

d. f 7→
∫ 1
−1 f (x)g(x)d x com g(x) uma função contínua fixa.

Exercício 2. Seja V um espaço vetorial não nulo e T : V →K um funcional linear não nulo. Mostre que:

a. T é sobrejetor. Se dim V <∞, qual a dimensão de ker T?

b. T é injetor se e somente se dimK V = 1.

Exercício 3. Mostre que a função T :Kn→K é um funcional linear se e somente se existirem α1, . . . ,αn ∈
K tais que T (x1, . . . , xn) = α1 x1 + · · ·+αn xn.

Exercício 4. Mostre que o funcional traço tr : Mn(K)→ K tal que A 7→ tr(A) é único no seguinte sentido:
Se f : Mn(K) → K é um funcional linear tal que f (AB) = f (BA) para cada A, B ∈ Mn(K), então f é um
múltiplo escalar da função traço. Se, além disso, f (I) = n então f = tr.

Exercício 5. Seja n ∈ N∗ fixo.

a. Mostre que para cada matriz A ∈ Mn(K), a aplicação TA : Mn(K)→ K dada por X 7→ tr(AX ), define
um elemento no dual Mn(K)∗.

b. Mostre que a aplicação T : Mn(K) → Mn(K)∗ dada por A 7→ TA define um isomorfismo de espaços
vetoriais.

Exercício 6. Sejam V um K-espaço vetorial, mostre que:

a. Se v ∈ V e f (v) = 0 para todo f ∈ V ∗ então v = 0.

b. Se T ∈ L (V, V ) e W é o subespaço de V dado por W = {v ∈ V : f (T (v)) = 0,∀ f ∈ V ∗} então
W = ker(T ).

Exercício 7. Sejam V um espaço vetorial sobre K e 0 6= f ∈ V ∗. Mostre que existe v0 ∈ V , v0 6= 0 tal que
V = ker f ⊕ 〈v0〉.

Exercício 8. Dado V um espaço vetorial de dimensão n e W ⊆ V um subespaço de dimensão m. Prove que
existe um número finito de funcionais f1, . . . , fn−m ∈ V ∗ tais que W = {w ∈ V | f1(w) = . . .= fn−m(w) = 0}.

Exercício 9. Seja V =P2(R). Em cada caso encontre a baseB para V tal queB∗ = { f1, f2, f3} onde:

a. f1(p(x)) =
∫ 1

0 p(x)dx, f2(p(x)) =
∫ 2

0 p(x)dx e f3(p(x)) =
∫ −1

0 p(x)dx.

b. f1(p(x)) =
∫ 1

0 p(x)dx, f2(p(x)) = p′(1) e f3(p(x)) = p(0).

Exercício 10. Sejam u1 = (1,0, 1), u2 = (0, 1,−2) e u3 = (−1,1, 0) ∈ R3.
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a. Seja f ∈ (R3)∗ tal que f (u1) = 1, f (u2) = −1 e f (u3) = 3. Determine f (a, b, c) onde (a, b, c) ∈ R3.

b. Se f ∈ (R3)∗ é tal que f (u1) = f (u2) = 0 e f (u3) 6= 0, mostre que f (2, 3,−1) 6= 0.

Exercício 11. Sejam f1, . . . , fm ∈ (Kn)∗. Para cada (x1, . . . , xn) ∈Kn definimos

T (x1, . . . , xn) = ( f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Mostre que T é uma transformação linear de Kn em Km e que toda transformação linear de Kn em Km é
da forma acima, para certos f1, . . . , fm.

Exercício 12. Seja V umC-espaço vetorial e sejam f , g ∈ V ∗ tais que a função h dada por h(u) = f (u)·g(u),
também seja um funcional linear sobre V . Mostre que f = 0 ou g = 0.

Exercício 13. Seja W ⊆ (R4)∗ um subespaço formado pelos funcionais f : R4 → R tais que ker f contém
os vetores (1,0, 3,−2) e (0, 1,3, 0). Ache uma base de W .

Exercício 14. Sejam u, v ∈ V com a seguinte propriedade: “sempre que T (u) = 0 então T (v) = 0, para
T ∈ V ∗”. Mostre que v = αu para algum α ∈K.

Exercício 15. Seja V um espaço vetorial arbitrário sobre K eB = {vi}i∈I uma base de V . Para cada i ∈ I ,
defina um funcional linear v∗i : V →K tal que v∗i (v j) = δi j .

a. Mostre que {v∗i }i∈I é LI.

b. Mostre que {v∗i }i∈I é uma base de V ∗ se e somente se I for finito.

Exercício 16. Seja V = P (R). Para cada α ∈ R, defina fα ∈ V ∗ dada por fα(p(x)) = p(α). Mostre que
{ fα}α∈R é um conjunto LI em V ∗. Conclua que uma base de V ∗ não é enumerável e logo V 6' V ∗.

Exercício 17. Mostre que P (Q) não é isomorfo ao seu dual. (Observe que neste caso não da para usar o
mesmo argumento do exercício anterior)

Exercício 18. Sejam α0, . . . ,αn ∈ R números reais diferentes dois a dois. Mostre que existe uma única
(n+ 1)-upla (λ0, . . . ,λn) ∈ Rn+1 tal que

p′(0) =
n
∑

k=0

λkp(αk) para todo p ∈ Pn(R).

Exercício 19. Encontre as bases duais e biduais de cada uma das seguintes bases de R3.

a. {(1, 0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)}

b. {(1,−2, 3), (1,−1,1), (2,−4,7)}

Exercício 20. Seja W um subespaço próprio de um espaço vetorial V de dimensão finita e considere
f ∈W ∗. Mostre que existe g ∈ V ∗ tal que g(w) = f (w) para todo w ∈W .

Exercício 21. Sejam V um espaço vetorial sobreK, H um hiperplano de V e v0 ∈ V . Chamamos o conjunto

v0 +H = {v0 + v | v ∈ H}

de hiperplano afim de V . Mostre que se f ∈ V ∗, f 6= 0 e α ∈K então {v ∈ V | f (v) = α} é um hiperplano
afim.

Exercício 22. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Mostre que todo subespaço próprio de V é
uma interseção finita de hiperplanos de V .

Exercício 23. Seja W o subespaço de P (K) gerado pelos monômios de grau impar. Mostre que W é uma
interseção infinita de hiperplanos de P (K).
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Exercício 24. Sejam V um K-espaço vetorial e f , g ∈ V ∗. Prove que se ker f = ker g então { f , g} é LD em
V ∗.

Exercício 25. Sejam U , V K-espaços vetoriais e W um hiperplano de U . Mostre que se T : U → V for um
isomorfismo, então T (W ) = {u ∈ V : ∃w ∈W com T (w) = u} é um hiperplano de V .

Exercício 26. Seja n ∈ N − {0, 1}. O objetivo deste exercício é mostrar que todo hiperplano de Mn(K)
interseta GLn(K).

Por contradição, considere um hiperplano H ⊆ Mn(K) tal que H ∩ GLn(K) = ;.

a. Seja N uma matriz tal que N 6∈ H, mostre que existe M ∈ H e α ∈K tal que I = M +αN .

b. Deduza que tal hiperplano H contém todas as matrizes nilpotentes.

c. Conclua.

Exercício 27. Dado S um subconjunto de V . Definimos o anulador S0 de S como sendo

S0 = { f ∈ V ∗| f (u) = 0,∀u ∈ S}

Mostre que S0 é um subespaço vetorial de V ∗.

Exercício 28. Seja W o subespaço de R5 gerado pelos vetores u1 = (1,2, 1,0, 0), u2 = (1, 0,3, 3,1) e
u3 = (1, 4,6, 4,1). Determine uma base de W 0.

Exercício 29. Sejam W1 e W2 subespaços de um K-espaço vetorial V de dimensão finita. Mostre que

a. (W1 +W2)0 =W 0
1 ∩W 0

2

b. (W1 ∩W2)0 =W 0
1 +W 0

2

Exercício 30. Seja V um K-espaço vetorial. Prove que:

a. Se S ⊆W e ambos são subconjuntos de V então S0 ⊇W 0.

b. Se S ⊆ Vé um subconjunto, então S0 = 〈S〉0.

c. Se S, W ⊆ V são subespaços de V então S =W se e somente se S0 =W 0.

d. Se S é um subespaço de V então que (V/S)∗ ' S0.

Exercício 31. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita, S ⊆ V e Φ : V → V ∗∗ o isomorfismo
(definido em sala de aula) que leva v 7→ φv onde φv : V ∗→K é dado por T 7→ φv(T ) = T (v). Mostre que
S é um conjunto gerador de Φ−1

�

�

S0
�0�

.

Exercício 32. Seja V um espaço vetorial arbitrário sobre K. Mostre que a injeção Φ : V ,→ V ∗∗ (veja
Exercício anterior) é um isomorfismo se e somente se V tem dimensão finita.

Exercício 33. Seja W o conjunto de todos os vetores (x1, . . . , xn) em Kn tais que x1 + . . .+ xn = 0

a. Mostre que W é um subespaço vetorial de Kn.

b. Prove que W 0 consiste dos funcionais lineais da forma

f (x1, . . . ., xn) = c
n
∑

j=1

x j

c. Mostre que o espaço dual W ∗ de W pode ser identificado com os funcionais lineares

f (x1, . . . .xn) = c1 x1 + . . . .+ cn xn

em Kn que satisfazem c1 + . . .+ cn = 0.
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Exercício 34. Sejam X um conjunto, K um corpo e F (X ,K) o espaço vetorial de todas as funções de X
em K. Seja W um subespaço de dimensão n de F (X ,K). Mostre que existem elementos x1, ..., xn ∈ X e
funções f1, ..., fn ∈W tais que fi(x j) = δi j para i, j = 1, . . . n.

Exercício 35. Dados V um K-espaço vetorial de dimensão n e escalares α1, . . . ,αn ∈K. Sejam f1, . . . , fn ∈
V ∗ um conjunto LI de funcionais lineares em V . Mostre que existe um único vetor v ∈ V tal que fi(v) = αi
para i = 1, . . . , n.

Exercício 36. Mostre que:

a. Se T, G ∈ L (U , V ) e α,β ∈K então (αT + βG)t = αT t + βG t .

b. Se T ∈ L (U , V ) e G ∈ L (V, W ) então (G ◦ T )t = T t ◦ G t .

c. IdU
t = IdU*

d. Se T ∈ L (U , V ) é um isomorfismo, então T t ∈ L (V ∗, U∗) também é um isomorfismo e (T t)−1 =
(T−1)t .

Exercício 37. Seja φ ∈
�

R2
�∗

definida por φ(x , y) = 3x − 2y . Determine T t(φ)(x , y, z), quando T ∈
L (R3,R2) é dado por

a. T (x , y, z) = (x + y, y + z)

b. T (x , y, z) = (x + y, 2x − y)

Exercício 38. Considere V =P (R) e sejam a, b ∈ R e f ∈ V ∗ definida por f (p) =
∫ b

a p(x)dx. Se D ∈ L (V )
é o operador derivação, determine Dt( f ).

Exercício 39. Mostre que a sequência de espaços de dimensão finita 0→ U
T1→ V

T2→ W → 0 é exata se e

somente se a sequência 0→W ∗ T t
2→ V ∗

T t
1→ U∗→ 0 é exata.

Exercício 40. Seja n ∈ N∗ e α1, . . . ,αn ∈ R números reais diferentes dois a dois. Mostre que as seguintes
afirmações são equivalentes:

a. existe (λ1, . . . ,λn) ∈ Rn tal que para todo p ∈ Pn(R),
∫ 1
−1 p(x)dx=

∑n
i=1λi p(αi).

b.
∫ 1
−1

�∏n
k=1(x −αk)

�

dx= 0.

Exercício 41. Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita, p, q ∈ N∗ e φ1, . . . ,φp,ψ1, . . . ,ψq ∈ V ∗.

a. Mostre que se para todo v ∈ V
∑p

i=1(φi(v))2 =
∑q

j=1(ψ j(v))2 então



φ1, . . . ,φp

�

=



ψ1, . . . ,ψq

�

.

Dica: A condição implica que ∩p
i=1 kerφi = ∩

q
j=1 kerψ j .

b. O resultado permaneceria válido se fosse um espaço vetorial complexo?

Exercício 42. Sejam V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita e T ∈ L (V ). Seja α ∈ K e vamos
supor que existe u 6= 0 em V tal que T (u) = αu. Demonstre que existe um funcional linear não nulo f
sobre V tal que T t( f ) = α f .

Exercício 43. Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita e seja Ψ a aplicação de L (V ) em
L (V ∗) dada por Ψ(T ) = T t . Mostre que Ψ é um isomorfismo.

Exercício 44. Prove (usando transpostas de transformações lineares) que o posto-linha de uma matriz
A∈ Mm×n(K) é igual ao posto-coluna1 de A.

(Dica: considere T : Mn×1(K) → Mm×1(K) a transformação linear tal que [T]Can
Can = A. Mostre que

Im(T ) = 〈Col1(A), Col2(A), . . . , Coln(A)〉.)

1Definimos o posto-linha (coluna) de A como sendo o número máximo de linhas (colunas) LI da matriz.
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