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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 4: Polinomios

Exercicio 1. Seja A um anel, mostre que para todo a, b € A vale:
a. 0ra=a-0=0
b. a-(—=b)=(—a)-b=—(a-b)
c. (—a)-(-=b)=a-b

Se A tem identidade 1, entéo:
d. (—14)-a=—a
e. (14 (1) =1,

Exercicio 2. Seja A um anel comutativo. Mostre que de fato o conjunto (a) = {x -a | x € A} é um ideal de
A para todo a € A.

Exercicio 3. Mostre que (K[x],+,+) é um anel comutativo com identidade.
Exercicio 4. Sejam p,q € K[x] nfo nulos, mostre que:

a. Se p # —q entdo deg(p + q) < max{deg(p),deg(q)}

b. deg(p - q) = deg(p) + deg(q)

Exercicio 5. Seja S € K[x] um subconjunto nfo vazio, mostre que o conjunto
M(S) = {Zap -p €K[x]| F €S éfinito a, € K[x] para todo p GF}
pEF
¢ um ideal de K[x] que contém S.

Exercicio 6. Sejam py,...,p, € K[x] polindmios coprimos dois a dois (i.e., mdc(p;, p;) = 1 para todo
i # j) tais que p; | q para todo i, onde g € K[x]. Mostre que p; - ... - p, | q.

Exercicio 7. Mostre que se p € K[x] é irredutivel e p { q entéo p e g sdo coprimos.
Exercicio 8. Mostre que p € K[x] é um polinémio primo se e somente se ¢ irredutivel.
Exercicio 9. Mostre que os polinémios x —a e x — 8 € K[x] sdo coprimos se e somente se a 7# f3.

Exercicio 10. Sejam p,q € K[x] polinémios nédo nulos e sejam a;, as, ..., a,, elementos distintos de K. Se
p(a;) =q(a;) paracadai=1,2,...,m e m é maior do que os graus de p e de g, entdo p =q.

Exercicio 11. Seja p € K[x] um polinémio nfo constante. Mostre que
a. Se deg(p) =1 entdo p é irredutivel.
b. Se deg(p) =2 ou 3 entdo p é irredutivel se e somente se nio tem raizes em K.
c. E verdade que se deg(p) > 3 entdo p é irredutivel se e somente se nio tem raizes em K?

Exercicio 12. Seja T : K" — K" um operador linear. Mostre que:
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a. O conjunto de todos os polindmios p tais que p(T) = 0 formam um ideal nfo nulo F(T) de K[x].
b. Seja my o gerador ménico de F(T) , mostre que se p € K[x] é tal que p(T) = 0 entdo m|p.

Exercicio 13. Seja Q o corpo dos racionais. Determine qual dos seguintes subconjuntos de Q[ x ] sdo ideais.
Quando o conjunto for um ideal, ache seu gerador moénico.

a. O conjunto dos polinémios de grau impar.

b. O conjunto dos polinémios de grau maior igual que 5.
c. O conjunto dos polinémios tal que p(0) = 0.

d. O conjunto dos polinémios tal que p(2) = p(4) = 0.

e. A imagem do operador linear T definido por:

i=0 i=0

Exercicio 14. Ache o maximo divisor comum dos seguintes polinémios:
a. 2x°—x3—3x2—6x+4ext+x3—x2—2x—2
b. 3x*+8x2—3ex®+2x2+3x+6
c. x*—2x3—2x?2—2x—3ex3+6x*+7x+1

Exercicio 15. O Teorema Fundamental da Algebra diz que todo polinémio nio constante p € C[x] tem
uma raiz em C.

a. Use isso para mostrar que todo polindémio p € C[x] se escreve como produto de fatores lineares.

b. Se p é um polindémio com coeficientes reais e a é uma raiz complexa de p, entdo o complexo conju-
gado a ¢ também uma raiz de p.

c. Seja a um numero complexo com parte imagindria ndo nula. Mostre que (x — a)(x —a) é um
polinémio com coeficientes reais. Mostre que € irredutivel sobre R.

d. Mostre que todo polindémio com coeficientes reais se fatora em R[x] como produto de polindmio
irredutiveis de graus 1 e 2.

e. Mostre que todo polinémio p de coeficientes reais que tem grau impar tem pelo menos uma raiz real.

Exercicio 16. Mostre que se p(x) = x" —q € Q[x] e q é primo entdo p(x) é irredutivel sobre Q. Isto
mostra que existem polindmios irredutiveis de qualquer grau positivo em Q[x].

Exercicio 17. [FORMULA DE TAYLOR] A derivada do polindmio p = ag+ a;x + -+ + a,x™ é o polinémio
p’ = a; +2ayx - +na,x"!. Definimos o operador linear D : K[x] — K[x] tal que D(p) = p’ e assim
temos que as derivadas formais de ordem superior de p sdo p”’ = D?(p), p”’ = D3(p), etc. Seja K um corpo
de caracteristica 0, aum elemento de K e n um inteiro positivo. Se p€K[x] com deg(p) < n, mostre que

n k
p=>"20 gy,
k=0

k!

Dica: use o Teorema do Binémio, (a + b)™ = ZZ;O ( TI? )am_kbk.

Exercicio 18. Seja ¢ uma raiz do polinémio p, a multiplicidade de ¢ como raiz de p é o maior inteiro
positivo r tal que (x —c)” divide p. Seja K um corpo de caracteristica 0 e p€K[x] com deg(p) < n. Mostre
que o escalar ¢ é uma raiz de p de multiplicidade r se, e somente se, D¥(p)(c) = 0 para todo 0 < k < r—1

e D"(p)(c) #0.
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Exercicio 19. Assumindo o teorema fundamental da dlgebra prove que se p e g sdo polindbmios sobre os
complexos, entdo mdc(p,q) = 1 se e somente se p e ¢ ndo possuem raizes em comum.

Exercicio 20. Seja p um polinémio moénico sobre os complexos. Prove que um polinémio tem todas as
raizes distintas se e somente se p e p’ (derivada) sdo coprimos.

Exercicio 21.
a. Mostre que para qualquer n > 2, existe um polindmio p € K,_;[x] tal que x" divide 1 + x — p2.

b. Deduza que para qualquer matriz nilpotente N € M,,(K), I +N admite uma raiz quadrada, i.e.: existe
A€ M, (K) tal que I + N = A2,

c. Dé um exemplo para n = 3.

Exercicio 22. [RESULTADO DO TIPO BEZOUT EM M, (Z))] Sejam A, B € M,,(Z) matrizes invertiveis. Assuma
que seus determinantes sdo inteiros coprimos (i.e., mdc(detA,det B) = 1). Mostrar que existem matrizes
U,V € M, (Z) tais que AU + BV =1,,.
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