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Exercício 1. Mostre que:

a. Se f : V1× · · · × Vp→K e g : W1× · · · ×Wq→K são formas p e q-lineares, respectivamente, então a
aplicação f � g : V1 × · · · × Vp ×W1 × · · · ×Wq→K definida por

f � g(v1, . . . , vp, w1, . . . , wq) = f (v1, . . . , vp) · g(w1, . . . , wq)

é uma aplicação (p+ q)-linear.

b. Se f : V1× · · ·× Vp→W é p-linear e g : W → V é linear então a composta g ◦ f : V1× · · ·× Vp→ V é
p-linear.

c. Se f , g : V1 × · · · × Vp→W são p-lineares e α ∈K, as aplicações f + g e α f são p-lineares.

Exercício 2. Dada f ∈ Lp(V ; W ) e σ ∈ Sp o grupo de permutações de p elementos, denotamos

f σ(v1, . . . , vp) = f (vσ(1), . . . , vσ(p)).

Mostre que:

a. Dados ψ ∈ Sp então ( f σ)ψ = f ψ◦σ.

b. g é p-linear se e somente se gσ é p-linear, para todo σ ∈ Sp.

c. Se g ∈ Lp(V ; W ) então ( f + g)σ = f σ + gσ e (α f )σ = α f σ.

d. f é simétrica ⇐⇒ f τ = f para toda transposição τ ∈ Sp.

e. f é antissimétrica ⇐⇒ f τ = − f para toda transposição τ ∈ Sp.

Exercício 3. Mostre que se f : V1 × · · · × Vp →W é uma aplicação p-linear e dim W > 1 então Im( f ) não
necessariamente é um subespaço vetorial de W .

Exercício 4. Mostre que:

a. O subconjunto Symp(V, W ) de Lp(V, W ) formado pelas aplicações p-lineares simétricas em V é um
subespaço.

b. O subconjunto ASymp(V, W ) de Lp(V, W ) formado pelas aplicações p-lineares antissimétricas em V
é um subespaço.

c. O subconjunto Altp(V, W ) de Lp(V, W ) formado pelas aplicações p-lineares alternadas em V é um
subespaço.

d. Mostre que se v1, ..., vp ∈ V for LD e f ∈ Lp(V, W ) for alternada, então f (v1, ..., vk) = 0.

Exercício 5. Mostre que se char(K) 6= 2 então L2(V, W ) = Sym2(V, W )⊕ASym2(V, W ).
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Exercício 6. Sejam V1, V2 e W K-e.v., considere a função

Ω :L2(V1, V2; W )→L (V1,L (V2, W ))

ϕ 7→ Ω(ϕ) : V1→L (V2, W )

v1 7→ Ω(ϕ)(v1) : V2→W

v2 7→ Ω(ϕ)(v1)(v2) = ϕ(v1, v2)

Mostre que Ω está bem definida (isto é, Ω(ϕ) ∈ L (V1,L (V2, W ))) e é um isomorfismo.

Exercício 7. Calcule o seguinte determinante, onde ai :=
∑i

k=1 k:
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Exercício 8. Calcule o seguinte determinante n× n, onde a, b ∈K:

Dn(a, b) =
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a+ b ab 0 · · · 0

1 a+ b ab
. . .
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0
.. . . . . . . . 0

...
. . . 1 a+ b ab

0 · · · 0 1 a+ b
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Exercício 9. Seja V = V1⊕V2 uma soma direta de dois subespaços V1 e V2. Sejam fi ∈ L (Vi) para i = 1, 2.
Defina o endomorfismo f ∈ L (V ) dado por f (v) = f1(v1) + f2(v2) onde v = v1 + v2 com vi ∈ Vi para
i = 1,2. Prove que det( f ) = det( f1) + det( f2).

Exercício 10. Prove que o determinante da matriz n×n de entradas ai j = 1−δi j é igual a (n−1)(−1)n−1.

Exercício 11. [DETERMINANTE DE GRAM] Sejam f1, . . . , fn : X → K funções definidas em um conjunto
arbitrário X . Mostre que { f1, . . . , fn} é LI em F (X ,K) se e somente se existem x1, . . . , xn ∈ X tais que:
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f1(x1) f2(x1) · · · fn(x1)
f1(x2) f2(x2) · · · fn(x2)

...
...

. . .
...

f1(xn) f2(xn) · · · fn(xn)
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6= 0.

Exercício 12. Seja A∈ Mn(Z) uma matriz com coeficientes inteiros. Mostre que A é invertível se e somente
se det(A) = ±1 (i.e. se e somente se det(A) é invertível em Z).

Exercício 13. [DETERMINANTE DE VANDERMONDE] Dado um inteiro n≥ 2 e escalares a1, . . . , an ∈K denote
por:

Vn(a1, . . . , an) =
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1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an
a2

1 a2
2 · · · a2

n
...

...
. . .

...
an−1

1 an−1
2 · · · an−1
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ao chamado determinante de Vandermonde. Denote também por p ∈K[x] ao polinômio p = Vn(a1, . . . , an−1, x).

a. Determine deg(p) e suas raízes.
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b. Deduza uma expressão de p em função de Vn−1(a1, . . . , an−1).

c. Deduza uma expressão explicita para Vn(a1, . . . , an−1, an).

Exercício 14. [DETERMINANTE DAS MULTIPLICAÇÕES À ESQUERDA E À DIREITA]Dada uma matriz A∈ Mn(K),
denote por

LA, RA : Mn(K)→ Mn(K)
LA(X ) = A · X
RA(X ) = X · A

as multiplicações à esquerda e à direita por A, respectivamente.

a. Verifique que LA e RA são lineares.

b. Mostre que det(LA) = det(RA) = (det A)n. Dica: escolha cuidadosamente uma base de Mn(K).

Exercício 15. [WRONSKIANO] Dado o conjunto { f1, . . . , fn} de funções no K-e.v. F (U ,K) onde U ⊆ R
é um aberto. Suponha ainda que as funções fi são (n − 1)-vezes diferenciáveis, então para cada x ∈ U ,
define-se o Wronskiano como sendo a aplicação W ( f1, . . . , fn) : U →K dada por:

W ( f1, . . . , fn)(x) :=
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f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)
f ′′1 (x) f ′′2 (x) · · · f ′′n (x)

...
...

. . .
...

f (n−1)
1 (x) f (n−1)

2 (x) · · · f (n−1)
n (x)
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.

Mostre que se existe x ∈ U tal que W ( f1, . . . , fn)(x) 6= 0 então { f1, . . . , fn} é LI. Vale a recíproca?

Exercício 16. Seja V um K-e.v. de dimensão n e V ∗ seu espaço dual.

a. Sejam ∆ e ∆∗ duas funções determinantes em V e V ∗, respectivamente. Mostre que a aplicação
(2n)-linear ∆∗ �∆, assume o mesmo valor em quaisquer dois sistemas de bases duais, i.e.

∆∗ �∆(v∗1 , . . . , v∗n, v1, . . . , vn) =∆
∗ �∆(w∗1, . . . , w∗n, w1, . . . , wn).

b. Duas funções determinante ∆ 6= 0 e ∆∗ 6= 0 em V e V ∗, respectivamente, satisfazendo

∆∗(v∗1 , . . . , v∗n) ·∆(v1, . . . , vn) = 1 sempre que v∗i (v j) = δi j .

são chamadas duais.

Seja ∆ 6= 0 uma função determinante em V . Defina a função ∆∗ : V ∗ × · · · × V ∗
︸ ︷︷ ︸

n-vezes

→K como segue:

a) Se os vetores v∗1 , . . . , v∗n ∈ V ∗ são LD então ∆∗(v∗1 , . . . , v∗n) = 0.

b) Se os vetores v∗1 , . . . , v∗n ∈ V ∗ são LI (logo eles formam uma baseC de V ∗) então∆∗(v∗1 , . . . , v∗n) =
1

∆(v1,...,vn)
ondeB = {v1, . . . , vn} é a base de V tal queB∗ =C .

Prove que ∆∗ é uma função determinante em V ∗ e que as funções determinantes ∆ e ∆∗ são du-
ais. Conclua que para cada função determinante não trivial em V existe exatamente uma função
determinante dual em V ∗.

c. Sejam ∆ e ∆∗ funções determinantes duais, mostre que

∆∗ �∆(v∗1 , . . . , v∗n, u1, . . . , un) =
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v∗1(u1) v∗1(u2) · · · v∗1(un)
v∗2(u1) v∗2(u2) · · · v∗2(un)

...
...

. . .
...

v∗n(u1) v∗n(u2) · · · v∗n(un)
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