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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 5: Determinantes

Exercicio 1. Mostre que:

a. Sef:Vyx---xV,>Keg:W; x---xW, - Kséo formas p e g-lineares, respectivamente, entéo a
aplicagdo f ® g : Vy x -+- X V, x Wy x --- x W, — K definida por

fgg(vlw'-:vpﬁwl)"')wq):f(vly"')vp)'g(Wli"')Wq)
é uma aplicacdo (p + q)-linear.

b. Sef:Vlx---pr—>Wép-lineareg:W—>VélinearentéoacompostagOf:le---pr—>Vé
p-linear.

c. Sef,g:Vyx---xV, > W sdo p-lineares e a €K, as aplicacdes f + g e af sdo p-lineares.

Exercicio 2. Dada f € £,(V;W) e o €S, o grupo de permutacdes de p elementos, denotamos

FO ) = fF (Vo) Vo(p))-
Mostre que:
a. Dados Y € S, entéo (fOY = fibeo,
b. g € p-linear se e somente se g € p-linear, para todo o €§,,.
c. Seg€ Z,(V;W)entdo (f +g)° =f7+g% e(af) =af’.
d. f ésimétrica < f" = f para toda transposigdo T € S,,.
e. f é antissimétrica < f* = —f para toda transposi¢do T € S,,.

Exercicio 3. Mostre que se f : V; x -+ x V, = W é uma aplicagéo p-linear e dimW > 1 entéo Im(f) néo
necessariamente é um subespaco vetorial de W.

Exercicio 4. Mostre que:

a. O subconjunto Sym,,(V,W) de £,(V,W) formado pelas aplica¢des p-lineares simétricas em V é um
subespaco.

b. O subconjunto ASym, (V, W) de %£,(V,W) formado pelas aplica¢des p-lineares antissimétricas em V
é um subespaco.

c. O subconjunto Alt,(V, W) de £,(V,W) formado pelas aplicacdes p-lineares alternadas em V ¢ um
subespaco.

d. Mostre que se vy, ...,v, €V for LD e f € £,(V,W) for alternada, entéo f (v, ..., ) = 0.

Exercicio 5. Mostre que se char(K) # 2 entdo £,(V, W) = Sym,(V, W) & ASym,(V, W).



Exercicio 6. Sejam Vi, V, e W K-e.v., considere a funcdo

Q: L (V, Vs W) = L(Vy, L (Vo, W))
0= Q(p): V] > Z(V,, W)

v = Qe)v) Vo > W

vy = Q@)(v1)(v2) = p(vq,v2)
Mostre que € estd bem definida (isto é, Q(¢) € £ (V;, £(V,, W))) e é um isomorfismo.

Exercicio 7. Calcule o seguinte determinante, onde a; := Z;{Zl k:

a a a
a a a as
as
an—1 dp—
a a; ap—1 4n

Exercicio 8. Calcule o seguinte determinante n X n, onde a, b € K:

a+b ab O 0
1 a+b ab
Dy(a,b)=| o 0
: 1 a+b ab
0 0 1 a+b

Exercicio 9. Seja V = V; @V, uma soma direta de dois subespagos V; e V,. Sejam f; € £ (V;) parai =1,2.
Defina o endomorfismo f € £ (V) dado por f(v) = f1(v;) + f2(v,) onde v = v; + v, com v; € V; para
i =1,2. Prove que det(f) = det(f;) + det(f5).

Exercicio 10. Prove que o determinante da matriz n x n de entradas a;; = 1—6;; é igual a (n— (=1L,

Exercicio 11. [DETERMINANTE DE GRAM] Sejam fi,...,f, : X — K funcdes definidas em um conjunto
arbitrdrio X. Mostre que {f;,...,f,} € Llem (X, K) se e somente se existem x1,...,X, €X tais que:

fi(x1)  falxy) fn(x1)
filxa)  folxsy) fn(x2)

: : : #0.
f1(xn)  falxn) fu(xn)

Exercicio 12. Seja A € M,(Z) uma matriz com coeficientes inteiros. Mostre que A é invertivel se e somente
se det(A) = £1 (i.e. se e somente se det(A) é invertivel em Z).

Exercicio 13. [DETERMINANTE DE VANDERMONDE | Dado um inteiro n > 2 e escalares a, ..
por:

.,a, € Kdenote

1 1 1
a as an
2 2 2
v, (ay,...,a,)=| @ as a,
n—1 n—1 n—1
4 a, a

ao chamado determinante de Vandermonde. Denote também por p € K[x] ao polinémio p = ¥, (a,...,a,_1,X).

a. Determine deg(p) e suas raizes.


andre
Realce

andre
Realce

andre
Realce


b. Deduza uma expressdo de p em funcdo de ¥,_,(a,...,a,_1)-
c. Deduza uma expressdo explicita para ¥,(a,...,a,_1,a,).

Exercicio 14. [DETERMINANTE DAS MULTIPLICAGOES A ESQUERDA E A DIREITA] Dada uma matriz A € M,,(K),
denote por

LA:RA : Mn(K) - Mn(K)
Li(X)=A-X
R(X)=X-A
as multiplicacOes a esquerda e a direita por A, respectivamente.
a. Verifique que L, e R, sdo lineares.

b. Mostre que det(L,) = det(R,) = (detA)". Dica: escolha cuidadosamente uma base de M,,(K).

Exercicio 15. [WRONSKIANO] Dado o conjunto {f;,...,f,} de funcbes no K-e.v. & (U,K) onde U € R
¢ um aberto. Suponha ainda que as funcdes f; sdo (n — 1)-vezes diferenciaveis, entdo para cada x € U,
define-se o Wronskiano como sendo a aplicagcdo #(fi,..., f,) : U — K dada por:

f1(x) folx) - fulx)
fi(x) f00) - fl(x)
W(fr,.. f)x) =] ) fE&) - £

-1 -1 _
70 7P e F)
Mostre que se existe x € U tal que #(f1,...,f,)(x) # 0 entdo {f;,..., f,} € LL Vale a reciproca?
Exercicio 16. Seja V um K-e.v. de dimensdo n e V* seu espaco dual.

a. Sejam A e A* duas fung¢des determinantes em V e V*, respectivamente. Mostre que a aplicacio
(2n)-linear A* K A, assume o mesmo valor em quaisquer dois sistemas de bases duais, i.e.

k * * _— k >k %
A RAWV, ViV, V) = ATRAWT, ., W, Wy, ., W),

b. Duas fung¢bes determinante A #0 e A* # 0 em V e V*, respectivamente, satisfazendo
A*(vy,..., V) - A(vy, ..., v,) =1 sempre que v} (v;) = 6.

sdo chamadas duais.

Seja A # 0 uma fungdo determinante em V. Defina a fungdo A* : V* x --- x V* — K como segue:
~—_——

n-vezes

a) Se os vetores vy,...,v: € V* sdo LD entdo A*(v],...,v:) =0.
b) Seosvetoresvy,...,v: € V*sdo LI (logo eles formam uma base ¢ de V*) entdo A*(v],...,v}) =
m onde B = {v,,...,v,} é abase de V tal que B* = %.

Prove que A* é uma funcio determinante em V* e que as fungdes determinantes A e A* sdo du-
ais. Conclua que para cada funcio determinante ndo trivial em V existe exatamente uma fun¢ao
determinante dual em V*.

c. Sejam A e A* fungbes determinantes duais, mostre que

vilu) viup) - vi(uy)

A*IZA(V* . iy u): Vz(ul) Vz(uz) Vz(un)
122> s Hn . . :

vau) vplug) - vi(uy)
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