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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 6: Operadores diagonalizaveis

Exercicio 1. Seja A€ M, (K)
a. Mostre que P, é um polindmio ménico de grau n.
b. Prove ainda que P,(x) = x" —tr(A)x™"! + .-+ + (—1)" det(A).

Exercicio 2. Decida se o operador linear T : K" — K" é diagonalizavel. Em caso positivo, calcule uma
base de autovetores e a sua forma diagonal.

2 3
a. [T]ﬁz( 11 )cosz(C

b. [T]%z( —4 -l )coszR

4 0
6 -3 -2
c. [T]ﬁz 1‘5 —; —g com K=R,C

Exercicio 3. Prove que
a. Se Aq,..., A, sdo autovalores de T entdo )U{, e, A,'fl sdo os autovalores de T*.

b. Seja V um e.v. sobre um corpo K algebricamente fechado e seja T : V — V um operador linear.
Prove que a é um autovalor de p(T) se e somente se a = p(A) para algum A autovalor de T.

Exercicio 4. Prove que o polinémio caracteristico da transposta de um operador T* coincide com o po-
linébmio caracteristico de T.

Exercicio 5. Seja T : V — V um operador linear. Mostre que se dimIm(T) = m, entdo T tem no maximo
m + 1 autovalores.

Exercicio 6. Sejam T,S : V — V operadores lineares. Suponha que v é autovetor de T e de S associado
aos autovalores A, A, de T e S, respectivamente. Ache um autovetor e um autovalor de:

a. aS+ BT onde a,B €R
b. SoT
Exercicio 7.

a. Mostre que se B,M € M, (K) com M invertivel, entdo (M 1BM)" = (M~'B"M) para todo n € N.

b. Calcule A", neNondeAz( 2 4 )

3 13
0 7 —6
c. SejaA=| =1 4 O € M;(C). Dado n € N determine B € M5(C) tal que B" =A
0o 2 -2
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2 0 -2 3 -1 -1
Exercicio 8. SejaA=| 1 1 —2 |calcule A?°%° AgorasejaB=| —1 2 0 consegue calcular
3 0 -3 3 -2 0
B?9209 Dica: Pela divisdo euclideana de x* por Py temos que x* = Py(x)qi(x) + ri(x) onde r, = 0 ou
deg(r) < deg(Pg). Encontre ry.

Exercicio 9. Seja T : Z,(R) — Z,(R) tal que

0
[T]12 = 0

S O
oS = O

-1

onde B = {%xz,—%, %x} e € = {x? x,1}. Mostre que T é diagonalizavel.

Exercicio 10. Em Z(R,R) considere as funcées f;(x) = e2*sin(x), fo(x) = e  cos(x) e f3(x) = e3>, o
subespaco S = (f1, f2, f3) e o operador linear D : S — S definido por D(f) = f’. Determine:

a. A matriz de D em relagdo a base B = {f1, fo, f3} de S.
b. Os autovalores de D e as func¢oes de S que séo autovetores de D.

Exercicio 11. Seja T : V — V (dimV < 00) um operador diagonalizdvel cujos autovalores tém multipli-
cidade algébrica 1.

a. Prove que qualquer operador G : V — V tal que GT = TG pode ser representado como um polinémio
em T.

b. Prove que a dimensdo do espaco vetorial formado por tais operadores (operadores que comutam
com T) é igual a dimensdo de V.

Exercicio 12. Sejam S, T : V — V operadores diagonalizdveis que comutam. Ent&o eles sdo simultanea-
mente diagonalizaveis, i.e. existe uma base % de V tal que % consiste de autovetores de S e de T.

Exercicio 13. Sejam V um K-e.v. dedimV < oo e T : V — V um operador linear. Suponha que T comuta
com todo operador diagonalizavel. Prove que T é um multiplo escalar da identidade.

Exercicio 14. Seja m € R e A a matriz dada por

1+m 1+m 1
A= —m -m -1
m m—1 O

a. Encontre os autovalores de A.
b. Para que valores de m a matriz A é diagonalizavel?
c. Determine, de acordo com os diferentes valores de m, o polindémio minimal de A.

Exercicio 15. Fixemos um vetor nio nulo a € R® e defina a aplicacdo T : R3 — R3 por T(v) = a x v
(produto vetorial).

a. Prove que T é uma transformacao linear.
b. Determine os autovalores e autovetores de T.

Exercicio 16. Considere uma matriz real simétrica A de ordem 3 com determinante igual a 6. Suponha
que u = (4,8,—1) e v = (1,0,4) sejam autovetores desta matriz associados aos autovalores 1 e 2, respec-
tivamente. Decida se as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:

a. Os autovalores de A sdo apenas 1 e 2.
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b. O produto vetorial u x v é autovetor de A.
c. O vetor (5,8,3) é autovetor de A.
d. A pode ndo ser diagonalizavel.

Exercicio 17. Prove que se T : V — V é um operador linear, entdo ker T, Im(T) sdo subespacos T-
invariantes. Se A for um autovalor de T entdo Auty(A) é um subespaco T-invariante.

Exercicio 18. Prove que a soma e a interseccio de subespacos T-invariantes é T-invariante.

Exercicio 19. Prove que se um operador T € £(V) com dimV < oo é um isomorfismo entio T e T~}
possuem os mesmos subespacos invariantes. Vale em dimenséo infinita?

Exercicio 20. Mostre que se todo subespaco de V for T-invariante entdo T = AId para algum A € K.
Exercicio 21. Mostre que W C V é um subespaco invariante para T € £ (V) se e s6 se W° é T-invariante.

Exercicio 22. Sejam T,G : V — V operadores que comutam. Mostre que ker T, Im(T) e Auty(A) séo
G-invariantes.

Exercicio 23. Sejam V um K-e.v. de dimV =n, T : V — V um operador linear, W C V um subespaco
T-invariante. Mostre que pr), | Pr € mr|, | my. Dica: lembre que se A € M, (K) é diagonal por blocos

B C
=[5 5)
N
onde B € M;(K) e D € M,,_;(K), entdo A" = ( B¢ )

0 D"

Exercicio 24. Sejam T : V — V um operador linear, W C V um subespaco. Entdo W é p(T)-invariante
para todo polinémio p € K[x] se e somente se W for T-invariante.

Exercicio 25. Seja m : V — V um operador projecéo néo trivial (i.e., = # Oy € 7 # Idy) mostre que

m, = x%—x.

Exercicio 26. Seja V um C-espaco vetorial. Se o polindmio caracteristico de uma transformacio linear
T:V —V éx?—x—1, entdo é correto afirmar que:

a. T ndo é necessariamente inversivel.

b. T éinversivele T =T +1.

c. Néo existe T com tal polindmio caracteristico.

d. T éinversivele T™' =T —1.

e. T é inversivel, mas nenhuma das férmulas para a inversa de T nos outros itens € valida.
Exercicio 27. Seja T € £(V).

a. Mostre que T : V — V é um operador linear ndo injetor se e somente se 0 é um autovalor de T.

b. Mostre que T ¢é inversivel se e somente se o termo independente de seu polindmio minimal é néo-
nulo.

c. Nestas circunstincias, T~ é um polindmio em T, i.e., existe p(x) € #(K) tal que T~! = p(T).

Exercicio 28. Seja A uma matriz complexa tal que AX = I para algum inteiro k. Prove que A é diagonali-
zavel.

Exercicio 29. Prove que uma matriz n x n sobre C que satisfaz A> = A pode ser diagonalizada.



Exercicio 30. Encontre todas as possibilidades para o polinémio minimal de um operador T : R®> — R® com
polinémio caracteristico Py dado. E possivel concluir que algum deles é necessariamente diagonalizavel?

a. pr(x)=(x—3)°(x—2)?
b. pr(x)=(x—1)(x —2)(x —3)(x —4)(x —5)
c. pr)=(x—1)",m=>1

Exercicio 31. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K algebricamente fechado e seja T : V — V um
operador. Prove que T € nilpotente se e somente se todos os seus autovalores forem iguais a zero.

Exercicio 32. Seja V um e.v. sobre um corpo K algebricamente fechado e A4,..., A, € K os autovalores
de T eq(x)=(x—A1)---(x—A,). Mostre que q(T) é nilpotente. Qual o indice de nilpoténcia?

Exercicio 33. Dado T, G operadores lineares num espaco n-dimensional sobre um corpo de caracteristica
zero. Assuma que T" =0, dimkerT =1 e que GT — TG = T. Prove que os autovalores de G sdo da forma
a,a—1,a—2,...,a—(n—1) para algum a € K.

Exercicio 34. Seja V um K-e.v. de dimV < co e T : V — V um operador linear. Entdo T = T; & T, (de
forma tnica) onde T; € nilpotente e T, é um isomorfismo.

Exercicio 35. Seja T : KN — K dada por T(x;,x,,...) = (0,X,X5,...). Mostre que T nio se escreve
como soma direta de um operador nilpotente com um isomorfismo.

Exercicio 36. Seja T : K" — K" um operador com polinémio caracteristico pr(x) = (x —A)". Mostre que
o operador T’ = A1d—T é nilpotente.

Exemplo 37. Seja V um K-e.v. de dimensdo finita e T : V — V um operador linear. Se dimIm(T) =1
mostre que ou T é diagonalizavel ou T € nilpotente.

Exercicio 38. Se V é um C-e.v. de dimensio finitae T : V — V é um operador linear mostre que T"*! =T
se e somente se T2" = T" e T diagonaliz4vel.

Exercicio 39. Para V espaco vetorial real de dimensé&o finita, uma involu¢ido em V é um operador linear
¢ : V =V tal que ¢? =Id. Dado um operador linear T : V — V , sejam

Fix(T)={xe€V:T(x)=x} e AT)={x€V:T(x)=—x}

chamados subespaco de pontos fixos de T e subespaco antipodal de T, respectivamente. Decida se as
seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:

a. Se ¢ é uma involugéo, entdo det(p) = 1.
b. Fix(p; 0 p3) =ker(p; — p3).
c. Se A é autovalor de uma involucédo, entdo A = £1.
d. Se @1, v, sdo involucdes, entdo , o Y, é também uma involucao.
e. A(p) =Im(I — ).
Exercicio 40. [DENSIDADE DE Gl,(C) E UMA APLICAGAO] O objetivo desse exercicio é mostrar que para

quaisquer n,m € N — {0} e quaisquer matrizes A € M,,,.,,(C) e B € M,,,.,(C) os polinébmios caracteristicos
P,p € Py, satisfazem a seguinte relacgéo:

(=1)™x™ - Pyp(x) = (=1)"x" - Ppy(x).

Em particular, para matrizes quadradas A e B temos que Pyz(x) = Pgy(x). Também, segue que, a menos
de A =0, AB e BA tém os mesmos autovalores, com a mesma multiplicidade.

a. Mostre que o resultado vale para A invertivel ( e logo n = m).

b. Mostre que Gl,,(C) é denso em M, (C) com sua topologia usual.

c. Deduza que o resultado é valido para n = m com A ndo necessariamente invertivel.
d. Deduza que o resultado é valido para quaisquer n,m € N — {0}.

e. O resultado é valido se considerarmos os polinémios minimais m,z e mg,de AB e BA?
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