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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 8: Espacos com produto interno

Considere K=R ou K =C.

Exercicio 1. Seja T : W — V uma transformacao linear injetora entre K-espacos vetoriais. Suponha que
(,), ¢ um produto interno em V. Mostre que (w;,w,) = (T (w;), T(w,)) para todos wy,w, € W define um
produto interno em W. [Em particular, se V é um espaco vetorial com produto interno (, ) , W um subespaco
deVeT:W —V éainclusio natural, teremos como consequéncia que (, ) restrito aos elementos de W é
um produto interno em W.]

Exercicio 2. Dizemos que uma matriz A € M,,(K) hermitiana (i.e. A* = A) € positiva definida se para toda
matriz coluna nfo nula X € M, ,;(K) tem-se que X*AX > 0.

a. Mostre que se V é um K-espago vetorial com produto interno (,) e se 8 = {v,Vy,...,V,} € uma
base de V entdo A = (a;;) € M,,(K) , onde a;; = (v;,v;) para todo 1 < i, j < n é uma matriz positiva
definida.

b. Mostre que se A = (a;;) € M,(K) é uma matriz positiva definida, 98 é uma base de um K-espago
vetorial V entdo
(u,v) :=[v]zAlv]g paratodou,veV

define um produto interno em V.

Exercicio 3. Seja V um espaco com produto interno (,) de dimenséo finita n. Mostre que um conjunto
de vetores {vy,V,,...,V,} é linearmente independente se, e s6 se, a matriz A = ((vi,vj>) € M,(K) é ndo
singular.

Exercicio 4. Seja V um K-e.v. com produto interno.

a. Se K =R, mostre que (u,v) =0 & ||u+v||? = ||ull? + ||v|]?

b. Mostre que isso ndo é verdade se K = C.

c. Se K= C, mostre que parau,v €V (u,v) = 0 & ||au+ Bv||> = ||au||? + || fv||?, para todos a, € C.
Exercicio 5. Seja V um K-e.v. com produto interno. Sejam u,v € V, prove:

a. LEI DO PARALELOGRAMO: [lu + v||2 + [[u—vI> = 2(|[ull® + |v]]?).

n
b. DESIGUALDADE DE BESSEL: seja {v,...,V,} um conjunto ortonormal de V, entéoz (v, vi) |2 < |IvII2.
k=1

c. IDENTIDADE DE PARSEVAL: seja {v1, ..., V,} uma base ortonormal de V. Mostre que (v,u) = >.;_ (v, v} (v, u).

Exercicio 6. Seja V um C-e.v. com produto interno

a. Fixe vetores w,u € V. Mostre que o operador T : V — V definido por T(v) = (v, w) u, admite adjunta
e a descreva explicitamente.

b. Suponha dimV < oo e que (T(v),v) = 0, para todo v € V. Mostre que T = 0. Mostre que o
resultado néo é necessariamente verdadeiro se V é um R-e.v.



Exercicio 7. Seja V um R-espaco vetorial de dimenséo finita com um produto interno. Seja W C V
um subespaco, mostre que cada classe de equivaléncia do quociente V /W possui exatamente um vetor
ortogonal a W.

, . . .. . 1
Exercicio 8. Determine o minimo do conjunto : {fo (t?—at—>b)*dt:a,be R}.

Exercicio 9. Seja V = €([0,1],R) o espaco das funcbes continuas no intervalo [0,1] com o produto

1
interno (f, g) =f f(t)g(t)dt.
0

a. Exiba uma base ortonormal do subespaco de V gerado pelos polinémios 1, t e t2.

b. Encontre o polindmio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima f(t) = cost no intervalo
[0,1].

Exercicio 10. Seja V um K-e.v. com produto interno. Suponha que U e W sejam subespacos de V. Mostre
que:

a WCWhHlteseV=wWeWw!entioW = W),
b. (U+W)t=Utnw.
c. Ut+wltcwnw)t

d. SeV=UoU+=We W' entio UL+ WL =Unw)™
1

Exercicio 11. Considere 2 (R) com o produto interno (p,q) = f p(x)g(x)dx e seja W o subespaco
0
constituido por todos os polinémios com termo constante igual a zero. Mostre que W+ = {0} e entfio

Wit = #(R) #W. Também Z(R) #W @ W,

Exercicio 12. Seja W um subespaco de dimenséo finita de V. Existem, em geral, varios operadores pro-
jecdes cuja imagem é W. Prove que se E € £(V) é uma projecdo cuja imagem é W e ||[E(v)|| < ||v||, para
todo v € V, entéo E € a projecdo ortogonal em W, i.e. E = Ey,.

Exercicio 13. Seja W um subespaco vetorial de dimensé&o finita de um espago V com produto interno.
Seja E,; a projecdo ortogonal de V em W. Mostre que Id—E,, é a projecio ortogonal de V em W+, é um
operador projecio e ker(Id—Ey,) = W. (Obs: W+ nio necessariamente terd dimensao finita).

Exercicio 14. Seja V um K-e.v. com produto interno (,), a € Kesejam T, S € £ (V) que admitem adjuntos.
Mostre que os seguintes operadores admitem adjuntos:

a. T+Se(T+S) =T*+S8"

b. aT e (aT)* =aT*.

c. ToSe(ToS) =5%0T*.

d. T*e (TH)*=T.
Se T,S € £(V) séo operadores normais entdo é verdade que aT, T +S e T o S sdo normais?
Exercicio 15. Seja T um operador linear em V que possui um adjunto T*. Mostre que:

a. ker T* = (ImT)* e que ImT*  (ker T)*.

b. Se dimV < oo, entdo Im T* = (ker T)* .

c. SedimV < 0o, T € injetora se e somente se T*é sobrejetora e vice-versa.



1
d. SejaV =%([0,1],R), com o produto interno (f, g) = f f(t)g(t)dt, e considere o operador
0

T:V->V
fT():[0,1]>R
t—tf(t)
Determine T* e mostre que Im T* # (ker T)*.
Exercicio 16. Seja T € L(V). Prove que se T é inversivel, entdo T* ¢ inversivel e (T*)~! = (T™1)*.

Exercicio 17. Suponha que V € de dimenséo finita. Sejam T : V — V um operador linear e A € K. Mostre
que A é um autovalor de T se, e somente se, A é um autovalor de T*.

Exercicio 18. Seja V um espago com produto interno complexo de dimenséo finita. Seja T : V — V um
operador linear. Definimos

1 1
Ty =-(T+T"), To,=(T-T").
2 21
Mostre que
a. T; e T, sdo autoadjuntos.
c. O que pode dizer sobre a unicidade dessa decomposicdo?
d. Escreva T* em funcio de T; e T,.
e. Encontre condicoes em T; e T, para que o operador T seja: i- autoadjunto; ii-unitdrio; iii- normal.

Exercicio 19. Seja E um operador linear em V tal que E2 = E e tal que E possui um adjunto E*. Prove
que E é autoadjunto se, e somente se é normal. Prove também que, neste caso, E é a projecio ortogonal
em W =ImE.

Exercicio 20. Sejam V um espaco vetorial sobre C e T € £ (V). Prove que T é autoadjunto se, e somente
se (T(v),v) €R, para todo v € V. Conclua que os autovalores de um operador autoadjunto sio reais.

Exercicio 21. Sejam S, T € £(V). Suponha que S e T admitem adjunto. Mostre que:
a. Se S e T sdo autoadjuntos, entdo ST é autoadjunto se, e somente se, ST = TS.
b. T*T é autoadjunto.
c. Se T é autoadjunto, entdo S*TS é autoadjunto.
Exercicio 22. Suponha que dimV é finita e seja T : V — V um operador normal. Mostre que:
a. Se T é nilpotente entdo T = 0.
b. Se T é um operador projecdo entdo T* =T.
c. Se T® = T2 entdo T é um operador projecio.

Exercicio 23. Sejam V um C-e.v. com produto interno de dimensédo finita e T € ¥ (V) um operador
normal. Prove que:

a. T é autoadjunto se, e somente se, todo autovalor de T é um numero real.
b. T é unitario se, e somente se, todo autovalor de T é um nimero complexo de médulo igual a 1.

c. T é o operador nulo se, e somente se todos os autovalores de T sdo nulos.



Exercicio 24. Sejam T e S dois operadores autoadjuntos em um espago vetorial V de dimensé&o finita.
Prove que se T e S comutam, entdo existe uma base ortonormal de V que diagonaliza estes dois operadores
simultaneamente.

Exercicio 25. Um operador linear T € £ (V) é ndo negativo se T é autoadjunto e (T(v),v) = 0 para todo
v € V. Mostre que se dimensdo de V é finita:

a. T é ndo negativo se, e somente se, T é normal e os autovalores de T sdo nimeros reais ndo negativos.

b. Se T é nfo negativo entdo existe um tnico operador linear ndo-negativo R € ¥ (V) que é raiz qua-
drada de T, isto é, que satisfaz R> =T.

Exercicio 26. Seja 2,(R) com o produto interno dado por (f, g) = fol f(x)g(x)dx. Considere o operador
T : #,(R) — @,(R) dado por T(ax?+ bx +c) = bx.
a. Mostre que T ndo é autoadjunto.
b. A matriz de T na base canonica é
0 0 O
010
0 0 O

que é simétrica. Explique por que isso ndo contradiz o tem a.

Exercicio 27. Sejam V um C-e.v. com produto interno de dimenséo finita e T € £(V) um operador
normal. Mostre que:

a. T=2P+..+ AP ondeld=P; +..+P, ,PPj=0sei#jeE’=E =E
b. Existe g € C[x] tal que T* = g(T).
c. Todo subespago de V T-invariante é também T *-invariante.

Exercicio 28. Seja V um C-espago vetorial com produto de interno complexo de dimensdo finita. Considere
T € ¥(V) um operador qualquer e A4,...,A, os autovalores de T (aparecendo tantas vezes quanto sua
multiplicidade algébrica). Mostre que:

a. o AP <tr(T* o T)
b. A igualdade vale se, e somente se, T é normal.

Exercicio 29. Seja

A= S Mg(R)

W N =
A wWN
(2 BN SNV

Ache uma matriz ortogonal P € M;(R) tal que PTAP ¢ diagonal.

Exercicio 30. Considere um C-espaco vetorial V com o produto interno e dimenséo finita. Dizemos que
um operador T : V — V é anti-hermitiano ou anti-autoadjunto se para quaisquer vetores u,v € V tem-se
que (T (u),v) =—(u, T(v)). Assuma que T ¢é anti-hermitiano e mostre que:

a. Os autovalores de T sdo imagindrios puros.
b. Se v;,v, € V sdo autovetores associados a autovalores distintos A;, A, € C entdo eles sdo ortogonais.

c. Existe uma base ortonormal de V formada por autovetores de T.

Exercicio 31. Determine a forma polar da matriz

1+i -1 1
A=| 0o i i |eMC).
1 2 1+i
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