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MATE7003 - Algebra Linear Avancada

Lista 9: Formas bilineares

Exercix§o 1. Seja V = M,,5(R) e seja f a forma bilinear em V definida por f(X,Y) = tr(XTAY), onde

[12]

Encontre a matriz de fna base ordenada % = {E11, E1, E13, E21, Ex), Eg3}, onde E;; € a matriz cujo tnica
entrada ndo nula é 1 na linha i e coluna j.

Exereicio 2. Seja V = M, (C), mostre que a equagio
f(A,B)=ntr(AB) —tr(A) tr(B)
define uma forma bilinear f em V. E verdade que f é simétrica? E degenerada ou niio-degenerada?

Exercicio 3. Sejam f, g formas bilineares em um espaco vetorial de dimenséo finta V. Suponha que g seja
ndo-degenerada. Mostre que exitem tinicos operadores lineares T; e T, em V tais que

fu,v) =g(Th(w),v) = g(u, To(v))
para todos u, v € V. E verdade se g for degenerada?

Exerckxio 4. Seja f # 0 uma forma bilinear em um espaco vetorial V de dimenséo finita. Mostre que f
pode ser expressa como um produto de dois funcionais lineares (i.e., f (v,w) = g(v)h(w) com g,h € V*)
se, e somente se, f tem posto 1.

Exerci¢io 5. Sejam V um K-e.v. com char(K) # 2. Mostre que
2,(V;K) = Sym,(V; K) ® ASym,(V; K).

Exercicio 6. Seja V um K-e.v. e f € %,(V;K). A funcdo q : V — K dada por q(v) = f (v, v) é denominada
forma quadrdtica associada a f. Mostre que se char(K) # 2 entfo vale a identidade de polarizagdo f (u,v) =
%q(u +v)— %q(u —v).

Exercicio 7. Seja q(x1,x5) = ax% + bx1xy + cx% uma forma quadrética associada a uma forma bilinear
simétrica f em R2. Mostre que f é nio-degenerada se e somente se b? —4ac # 0.

Exercicio 8. Seja V um K-e.v. de dimV =n < o0, f € Sym,(V;K) e q : V — K a forma quadratica
associada a f. Entdo existem escalares A;,...,A, € K e uma base 8 = {v;,...,v,} de V tal que q(v) =
> Aa?paracadav=._  av, €V,

f € Sym,(V;R) entdo 3! T € £(V) autoadjunto tal que f(u,v) = (T (u),v) para todo u,v € V. Queremos
ver como se relacionam a forma quadratica g associada a f e com os autovalores e autovetores de T.
Definimos a esfera unitdria como sendo o conjunto de todos os v € V tais que (v,v) = 1. Mostre que:

Exercicio 9. Seja V um R-e.v. de dimV = n > 1, munido de um produto interno (,). Vimos que se

a. Os autovalores de T, se existirem, serdo achados dentre os valores que g toma na esfera unitdria em
V.

b. Assuma que g ndo muda de sinal em V. Mostre que se g(x) = 0 para algum x € V entdo T(x) =0
(ou seja se ¢ ndo muda de sinal em V entdo g se anula no ker T).
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c. Dentre os valores que g toma na esfera unitdria assuma que exista um extremo (maximo ou minimo)
em um vetor u. Mostre que u é um autovetor de T, com autovalor correspondente g(u) (ou seja, os
valores extremos de uma forma quadrdtica g na esfera unitdria sdo autovalores de T).

Exercicio 10. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e f uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada
em V. Associada com f definimos a transformacéo linear L¢ : V — V* dada por

Li:V—oV*
v Le(v): VoK

u— f(v,u)
Mostre que:
“~a. Ly é um isomorfismo natural de V sobre o seu espago dual V*.

~b=~ Para cada base # = {v1,...,v,} de V existe uma tnica base B’ = {v{,..., v/} de V tal que f(vi,v]’.) =
o

ije
¢ Para cada vetor v € V temos v =Y, f(v,v))v; = Do, f(v;, v)v).

Exe%ﬁsio 11. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensio finita sobre o corpo K e seja f : U x V — K uma
forma bilinear. Chamamos o conjunto

Uy={ueU|f(u,v)=0paratodoveV}
de kernel a esquerda de f e ao conjunto
Vo ={veV|f(u,v)=0paratodou € u}
de kernel a direita de f. Prove que:
a,_dimU/Uy =dimV/V,.

~b: f induz uma forma bilinear f’: U/U, x V/V, — K dada por f'(u+ Uy, v+ V,) = f(u,v) para a qual
os kernels a esquerda e a direita sdo nulos.

Exercicio 12. Seja A € M,(R), mostre que a funcdo g : R"* x R" — R definida por g(X,Y) =Y'AX ¢ uma
forma bilinear positiva definida se, e somente se, existe uma matriz invertivel P € M,(R) tal que A= PTP.

Exercicio 13. Seja f : V x V — K uma forma bilinear em V com a seguinte propriedade: sempre que
f(u,v) =0 entéo f(v,u) = 0. O objetivo é mostrar que ou f é simétrica ou f € antissimétrica. Para isso:

a. Sejamu,v,w €V, prove que f (u, f (u, w)v—f (u, v)w) = 0. Deduza que f (u,w)f (v,u) = f (w,u)g(u, v).
b. Faca w =u e deduza que se f (u,v) # f (v,u) entdo f(u,u) =0.

c. Mostre que se f nio for simétrica entdo f(w,w) = 0 para todo w € V. Para isso, escolha u,v com
f(u,v) # f(v,u) e estude separadamente os casos f (u, w) # f (w,u), f(u,w) = f (w,u).

d. Mostre que se f(w,w) =0 para todo w € V entdo f € antissimétrica.

Exercicio 14. Sejam q = 2(xy +xz+yz)—(x?+y?+22) uma forma quadratica em R® e f a forma bilinear
simétrica tal que f (v, v) = q(v). Considere também o operador linear T em R? tal que (T(ei), e j> = f (e e;)
para quaisquer 1 <i,j < 3, sendo {ej,e,,e3} a base canédnica e (,) o produto interno usual de R®.

a. Encontre base % de R® com respeito a qual as matrizes [T]g de T e [f]5 de f sejam diagonais.
b. Calcule a assinatura de f.

c. Dé um exemplo de uma base ¢ de R3 tal que [f ], é diagonal, mas [T]g néo é diagonal.
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Exercicio 15. Seja V um K-e.v de dimensio finita com char(K) # 2 e f uma forma bilinear antissimétrica
em V. Mostre que f tem posto 2 se, e somente se, existem funcionais lineares linearmente independentes
g,h € V* tais que f(v,w) = g(v)h(w) — g(w)h(v).

Exercicio 16. Seja V um K-e.v. de dimenséo finita. Suponha que f € %,(V;K) seja simétrica ou alternada.
Denote por V+ = {v € V | f(u,v) = 0 para todo u € V} e que U seja um subespaco de V complementar a
VL ie., V=U®&V=,. Mostre que a restriciio de f a U é nio degenerada.

Exercicio 17. Mostre que se n é impar e A € M, (R) é antissimétrica entdo det(A) = 0.

Dizemos que uma matriz A € M,(R) é congruente a uma matriz B € M,(R) se existe uma matriz invertivel
P tal que A= PTBP.

Exercicio 18. Para cada matriz abaixo encontre uma matriz da forma

0 1
-1 0
0o 1
-1 0
| Or
congruente com ela:
0 1 9 0 1 1 1
1 0 1 O
-1 0 3
9 _3 0 -1 -1 0 —2
-1 0 2 0

Exercicio 19. Para cada matriz abaixo encontre uma matriz diagonal da forma

I
_Im
0,
congruente com ela.
0 10 2 1 2 3
10 0 3 2 0 1
2 3 0 3 1 -1

Exercicio 20. Considere a funcio q : R® — R dada por q(x, y,2) = 2x2 + 6xy — 2xz —2>.

a. Encontre uma forma bilinear simétrica f tal que q(v) = f(v,v) para todo v € R5.

b. Encontre uma base do subespaco W = {(0,0,1)}*. (Aqui a “ortogonalidade” é com relacfio & forma
bilinear f: Ut ={v eV | f(v,u) =0 para todo u € U})

c. Seja B = {v;, vy} a base encontrada no item anterior e g a restricio de f a W x W. Calcule [g] -
d. Encontre uma base ortogonal de W com relacdo a g.

e. Calcule a assinatura e o posto de f.






M/MOO% A'/{AZIB'IB“) < Mw(@>/ ﬂ_e@

(0]

£(7UA~|+ AZ,BD"\}’){:WGKIA,,H/];)LBID -
"EV(?KA\*AZ]'eV(Bt>

:7Q’I ’t\/uﬁuBf)"' VH;VSﬂzBD —

— (AtrW) FEr(h2)) En(B)D
=A Nt AR -AErR) (B ) +

+M'€/Y "70\283 - ’tV(pw) 'é:V'(Bl

<= _@(}A‘{/B’) T *@('AZ/Bz)

Bong [gegmrontss LUR AR B A, B L0R B
Mmdm ’ f? w ﬂg )L
LA )=l KB)- ()t (8)

5 h(%gv%ﬂ)%vui){v (A

yz:/(gbeé Koo~
\/\aﬁ/vvd/vﬂfo/ nale Qe VYeMs CLK>/



S(TI V)= nbr (Td-Y)-E1r (To) +r(Y)
"wwm wmy)-w

) f; wy S v - Ll we) -
g.(.U(Uﬂ) SU(MQ /CLC(’lﬂ)‘c(u/uJ) O
A/wt/n

j} [iew) £(ww) = L (Hwmas, w)
(
Al icum: f(Wew) QM,@
b) e& ) 1 w)= %w(@% { (o)

(o) > 2w ) =1
Lxﬂa@« kw(wﬂ;fﬂ ) >;%(u,a)————@



Lﬁ

/&@R@ jw (?w :gwﬂ,wz)zg ’UOLL(&Q)/VO/\&L
%quwz Le: V—»V*

L, > =GN
Lido o Z{‘”C@w»cc& Carn & Pumneigral
%/t@)la e o, ljgﬂz J Ob. A?Kl/l/

7(6(K/ Vve /= Poste (ILp)=4
«Am Q C»@/Y\JIAUYNQ@ FQS&Q CE(—\ 5,
Sl a) sto L@ PfBé'[a )

@mM@M 1o () =1
&) 5 C%Y@é {) =2£=

H“%u K
W)= A .
Qﬁr‘”“é \/fe
mwﬁ

Uty mw¢m@
i, g
L@(’“an()} Aw h (\m )> Av

=4-(Y, M«’))

Wy 7\(—7/§( \/\(19\> eV




Aws /
loeprmsnty WD Hjam JLee

s

Lca 3 p(3 &(3@43136\/&{
I@@ Zk% \kL 1«

@uu sonds.: DMuggnlo- prats \Lg) @d@”ﬁm
5\'\7&0(93!&2 ¥y L(pmé V/ W (\Mn \f
herQ, ) Ui
h{l/*( <7ﬂ2(,— /rwr\>
Tco/m Uy f Pﬁr‘g 2 (zw Rev| Ry)

2 (Un‘lﬂ
‘C“/m%o@

KVUNWA L& Uw( 0?0
@%‘@“@sz(bﬁ (V)= ~ZK
Bertom 14| l\\vb\v&u.m\ TZWWM
37k

Lp=O
5 GO Weyines o Locdle



@/377\
\/\WQ”’%C/ >4
O iz 2
5"\%6@) /e L:\B:'L

/\{L&Lu” D % D]/\‘W»_C/

4 ‘:”3‘/ Vieker Ry

S o[RS



OKH‘“I / d e Tt T J
% L%ﬂ L@ = [@] 4, TEelx]

Ve = 1] J;{_jl@ = L%flzz ZTQ]
== ETQ%:L%}; LT, ngl%j%
e L, )
e «9\ S Lwlv}tvzﬁ(ﬂﬂ/ 7
fz(uﬂﬂ =3 f(th ;‘fbﬂ )

$£ ¥, U) Q,E(V(UQ +2]ﬁ( “ﬂy) L-e (¢ zf(b%()

(U 7/)

5 Luiwn=5 Sow) ~ 5 Quew--[fum- o)
=-f2,w>

D arim .f CS%W‘:},L\/ M<\ /{ GAS%W) (\/1 LK)
K (U )+ g%(u Y) z-'r(U|vH~/V£W+ Zﬁcum/g’w/)

_f(b((’U-)
\fu, e \/



A i oo, Te . (U K) ORSy W'ZC\// K

= fu'u'~- u, lav) O + Fuw

&) e pﬁ@:ﬂm wuel, X6 K.

Lelovusw) ()= $(orusag, us)
=< flu ) + f(v,00)
= ot Lp(ww) + Lp(v)(w)
= (ot Lp(uN+ Lp(w) (w)
.> L,?('o{uwﬂ) xLg(w)+ Loy

S L,@l (Lo .
A,i%;m Lolw)= 0 eV*, Entan | Vise U

0="Lp (0w = 1 (¥ w)

Y = 8’&5 mgemg —fOO{% {:”L‘fif'

W MC@/\’WT d:mL<OO4JWW4_
div V=1 =Fivn V¥ © I
,>L¥L6£W3Lfm mjgwm

Ao Bz 39, Vul bone Lo /.
L s i v e, e



emn lDOQL/ 1& &%L_ﬁ("ﬂb), SRR Z_ﬂ(qﬂn)ga\/*.ﬂ,/
‘Dcoz. D /%*' //<ﬁ‘\""’v"'\}
C@/yn(g O)iVV\\/< o9 2 lDGV)L %‘O@ \/’Z’oﬁqw
PB¥ ¢ boone duol e B, wsts o,
Lo () = Sij
MO-Q' g \ \
(i, 8 )= Zﬂe(’d’o‘ /75’5 >=S‘5$ 5
Q) hore W= 2 V. Edbdis
ﬁr(w,q}d’\:i (Za;‘lﬁ‘;,?@‘%zOf({l(ﬂﬂ.;,vlj‘)
= (XJ =2 W’;K(ﬂﬂ,’tﬂd\> (l}d
Oy ne V=20 ByVy, ontos
g(ﬂh,'@: g(‘l’z?_)j/gjvn
=20 Bs boa )=
Lcoea@ gl :Z) g/(/l/adl ‘19->'ij .



/MOWW‘ dim V< 09 «eafwwm V\Q;L"'ﬁw'}?—/
aa’a/m 3/ T, ,12:V—>

16 w,W¥) = % CT.(U‘;WF% (,L,TLu)>

\/ VAl
@ ey
Ta = \:/: R ¢
o =Le- Ly
Assinnn
%Qu,’&w\ %Z(u _' Q ;((;}3?(003

Liw, )
% A %L@ L)((i/v‘
;(u (v) = L(u).



&)Aﬂ/:& ¥ atoudden de T eoripde a 2.

)= {(v,1)= < T, v>
a/ "7\<'\9/’Ulg( S
L@a@//\l/ ve - g

b)

( "i
c> ST x> <R 0 X> 7 xS

o @), O;UM el Vxe\/

e {'— "u 1= Yo =4
Ne ((’)CH“O(‘#@/ @9 ‘j <

=< X
w%i\fl\zz;;O =X <T(u>1‘3>50“ LAY (Yo=<ax,

&/

LT, x > — <AX, ><>>/8 RE /:’l e 2
D L TH-ANY, XD 2

WWOV

'qur( () = < 5(ymb/)(g Y,



MM/ %{,(u\&@ ﬁjﬁ>5(a\ =)

|

ol T~ Au

U

Moy <Tiw,up= < wud = ALy, w>
= A

D\ 4020 = {Tu,9>70 + T addgodyunte>T
> Qs = [(1,9) = LT, v > = () gjﬂ:'; Vetas
AE: T(w=0 y
QVC/ [}ak@/ Vu/ww,(h,st neti % TQ%@OOQ =0T 2
Lo ke, "
(L X (= (\/_T__’X, \/:T\X> :<\/‘7\h{' X, X7
= <Tr x> S € 1T (| 1[5

= IV (12 i pxd
> |7 < Vil &
CAlW,

i s —

[Tl =IFT VT 1€ T <, v
6 &\l VLTI K77

(
= I < T, x> 2
L@cch LTx,X2= 90 -—-&“T)(U=@=‘>Tx:0ﬂ






q( & 9cy) ) Ti(('frs,bh(x((a,(é}B

7

:D( (3 b_} Oa(a“a QO:Z;-z@;Llij Xg,
2()(64— Yé/—l—\w) e A

Nzs AT, A\ — -
\X‘tué +b\ — Gux+ &)ty + (31 %Fﬁ’(kl

#&(ZX"TQZZ(&/‘&-Q&RZ/ (1_
C/B }!3x+azgg+q35?

> Ly X%+ 0a2 4o+ Qa1 25
T Qe Yy t0>Z Y= rQ 3z 13

tlaxy 023 ¢ taz "

“b &H,-:’"i |2*‘Q2,:°2 @(sza, —
Otzz=~:t / Q3+ ALz = 2 => =Q3,2G o=
&53: -ki &23+Q3@: ) — 025:&33:_1
ST

= L=
= Z’Si‘l% Z( l JIJ
M@W Qus <T(e;), CJ> :7?(&/%>

Neti gue




, \ | k
- | — <T571 Y (F@z‘é’,‘XT
Zﬂ%" (l (81) T(€27 T(63>> et XJQE”ZZ_> <Tezf%> ;
' ’ l ,/5_3> {Te.,_ﬂ;) ‘/

- (K((e(,&) $e,8) _\)(esr,e,\ >

—e(ewez? —ﬁ(@z,e) g(&,&)
ﬁ(eo,@Q ,f(@z(€3) £(€3,@9>

_ | —2 l 1
ﬂ -1 '
| l/ -4
. )
L@/O/'][l‘~ll )l} D’\] Z[_l 'rl ”UX'O?:—]
| 1 = ) o,

Notugus §(€,e) = ~L 0
&@/V\A/DQU\(/ W =< >
M&@ W‘: h;_e\/‘(’i(ﬂl,‘v) —_—_OE

N 9= (X4,
SR Tﬁ’% = (0)y=>%X+9
N => fa—r—é



Yllo tagwme vato oxv QMLL/MVD(@ s
D=4y, Vnlelo\/ +ol ara § gs%m&(w@
U 01508@//10@, 2K Er AR ayp An ’lfc(,'/.bq,uﬂ

—
A0

0 A
Blyc <.

O 7(5\4/_4 "(')((
AAM/W)/M ’\Q‘:Z' XY = ['V]; L?.:(Jo [&ﬁ@

e\l
He)= Eﬂ%lﬂv&i@f (4 - 0t | D‘;j\;

o
= |64y Ao -- DQZ&L‘\

zzz\q XLOQZ




